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Streszczenie

Badania edukacyjne, obserwacje praktyki szkolnej oraz dyskusje podej-
mowane w przestrzeni publicznej pokazuja, ze wiele oséb — dzieci, mlodziezy
i dorostych, ma niedostatecznie opanowane sprawnoéci rachunkowe. W szczegdél-
nosci wiele trudnoéci sprawia wykonywanie mnozenia i dzielenia w coraz szer-
szych zbiorach liczbowych. Przyczyn takiej sytuacji mozna upatrywaé
w niewlasciwej metodyce. W artykule pokazuje jak, w kontekscie ciaglosci edu-
kacyjnej, ksztaltowane sg umiejetnosci mnozenia i dzielenia oraz jakie bledy
popelniane sg w tym zakresie.

1. Wstep

Przyczynkiem do napisania tego tekstu staly sie szeroko komento-
wane w przestrzeni publicznej trudnodci uczniéw z tabliczka mnoze-
nia. Brak odpowiednich sprawnosci w zakresie wykonywania mnozenia
i dzielenia potwierdzaja badania edukacyjne oraz wstepne wyniki prowa-
dzonych przeze badan dotyczacych stosunku studentéw do matematyki
i uczenia sie tego przedmiotu. Na przyktad badanie OBUT 2014 wyka-
zalo, ze okolto 20% uczniéw konczacych 11T klase szkoly podstawowej ma
duze trudnosci z wykonywaniem czterech podstawowych dzialan mate-
matycznych (Raport, 2014, s. 11-13). Podobne wyniki uzyskano w kolej-
nych edycjach badania Omnibus. Na przyktad w edycji 2021 tego bada-
nia wskaznik trudnosci zadan z obszaru sprawnoéci rachunkowe, obejmu-
jacego wykonywanie czterech podstawowych dziatan wyniést 0,67 (Czaj-
kowska i Hartman, 2021, s. 19), a w edycji 2022 — 0,76 (Czajkowska i Ma-
ciejewska -Dzido, 2022, s. 19). Drugim z powodéw byty prowadzone w in-
ternecie ozywione i burzliwe dyskusje na temat poprawnosci rozwiazania
i oceny kilku zadan dotyczacych mnozenia i dzielenia. Pierwsze z nich
dotyczylo pewnego zadania z klasy II szkoly podstawowej, kolejne — za-
dania ze szkoly ponadpodstawowe;j.
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W pierwszym przypadku chodzito o to, aby dziecko zapisato dziatanie
opisujace sytuacje przedstawiona na ponizszym rysunku (rys. 1).

Rys. 1

Pojawila sie tu watpliwos¢, czy zapis: 4 : 2 = 8 opisuje przedstawiona
sytuacje, czy nie.

W drugim zadaniu zastanawiano sie, jaki jest poprawny wynik dzia-
tania: 36 : 2v/3.

Zanim jednak przejde do prezentacji swojego stanowiska w sprawie
poprawnosci rozwigzan powyzej przedstawionych zadan, przedstawie na
podstawie literatury i wlasnych badan, jak ksztaltowane sa umiejetnosci
mnozenia i dzielenia poczawszy od okresu przedszkolnego az po szkote
$rednig.

2. Ksztaltowanie umiejetnosci mnozenia i dzielenia
2.1. Intuicje dzieci przedszkolnych zwigzane z mnozeniem
i dzieleniem

Edyta Gruszczyk-Kolczynska ustalila, ze intuicje dziecka zwiazane
z mnozeniem i dzieleniem ksztaltujg sie juz w okresie przedszkolnym
(2015, s. 76, 2021, s. 77). Z moich obserwacji wynika, ze czesto intuicje
te sa bardzo silnie zwigzane z poczuciem sprawiedliwoéci. Dziecko pie-
cioletnie, a czasami nawet czteroletnie, potrafi, wykonujac odpowiednie
czynnosci na konkretnych przedmiotach, bezbtednie okresli¢, np. ile kre-
dek nalezy wybraé¢ z pudetka, aby kazde z tréjki dzieci miato po dwie
kredki. Na przyktad piecioletni Maksym zrobit to w nastepujacy sposéb.
Wrzial z pudetka dwie kredki w raczke, odlozyt na bok moéwiac przy tym
,dla mnie” | wzial kolejne dwie, znowu odlozyt na bok i powiedzial ,dla
Milana”, wybrat kolejne dwie odlozyt na bok i powiedziat ,dla Wojtka”,
po czym zamknal pudetko. Po wykonaniu tych czynnosci, i ustyszeniu
pytania o liczbe wyjetych kredek, przeliczyl wyjete kredki i stwierdzit,
ze jest ich 6. Podobnie postepowaly inne dzieci. W przypadku dzieci ma-
jacych trudnosci z liczeniem, zdarzalo sie, ze po wyjeciu odpowiedniej
liczby kredek, podawaly niewlasciwa ich taczna liczbe (co bylo gléwnie
wynikiem braku umiejetnosci przeliczania obiektéw) lub méwity ,tyle”

33



Wybrane zagadnienia dotyczgce ksztaltowania umiejetnosci mnozenia...

i gestem wskazywaly na potozone z boku kredki. Z moich obserwacji
wynika tez, ze dzieci czesto dokonywaly kontroli poprawnosci wykona-
nia opisanych czynnoéci, np. sprawdzaly, czy za kazdym razem wyjety
z pudetka po dwie kredki lub po zamknieciu pudelka sprawdzaly, czy
w kazdej gromadce sg dwie kredki.

Dziecko przedszkolne potrafi tez rozdzieli¢ ,,po réowno” np. 6 cukier-
kéw miedzy trzy osoby, czy 8 klockéw miedzy dwoje dzieci. Wazne jest
tutaj to, ze po kazdym takim rozdaniu dziecko zazwyczaj sprawdza, czy
faktycznie kazdy dostal po tyle samo. Zaobserwowalam tez, ze u dzieci
przedszkolnych istnieja pewne intuicje zwigzane z dzieleniem z reszta.
Oto przyktad. Tréjka dzieci w wielu przedszkolnym (pieciolatek i dwoch
czterolatkow) dosltala w opakowaniu 10 balonikéw. Piecioletni Maksym
postanowil podzieli¢ je miedzy uczestnikéw zabawy. Rozdzielal baloni-
ki po jednym (kolegom dawal do raczki, a swoje kladl obok siebie),
az do wyczerpania balonikéw. Nastepnie sprawdzit, czy kazdy otrzymat
po tyle samo. Bez wigkszego problemu zauwazyt, ze jedno z dzieci ma
o jeden balonik wiecej, wiec go odebrat i schowal z powrotem do torebki.
Ponownie sprawdzil, czy kazdy ma tyle samo balonikéw i zadowoleniem
stwierdzil, ze ,kazdy ma trzy, a ten (gestem wskazal na balonik wlozony
do torebki) bedzie dla tego, komu peknie balonik”.

Warto tutaj zauwazy¢, ze intuicje mnozenia i dzielenia w okresie
przedszkolnym ksztaltuja sie analogicznie, jak intuicje dodawania i odej-
mowania, chociaz wystepuja jako odrebne umiejetnosci (Gruszezyk-Kol-
czynska, 2015, s. 77). Podobnie jak dodawanie i odejmowanie, tak i mno-
zenie 1 dzielenie, jest $cisle powiagzane z czynnos$ciami wykonywanymi na
realnych przedmiotach i z ich przeliczaniem.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze intuicje dzieci zwiazane z mno-
zeniem i dzieleniem powinny by¢é w okresie przedszkolnym rozwijane
i doskonalone tak samo, jak inne umiejetno$ci matematyczne. Warto
stosowaé gry i zabawy w ktorych dzieci beda ustala¢ wynik mnozenia
(,tyle razy po tyle samo”) lub dzielenia w aspekcie mieszczenia (,,po kil-
ka”) i w aspekcie podzialu na réwne czesci (,na kilka réwnych czesci”).
Wiele takich gier i zabaw dydaktycznych mozna znalezé w ksiazkach
Gruszczyk-Kolczynskiej.
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2.2. Ksztaltowanie umiejetnosci mnozenia i dzielenia liczb
naturalnych w klasach I-III szkoly podstawowej

Poniewaz intuicje mnozenia i dzielenia rozwijaja sie juz w okre-
sie przedszkolnym, powinny by¢ doskonalone i rozwijane poczawszy od
pierwszej klasy szkoly podstawowej. Warto tu zauwazyé, ze w klasie
pierwszej dzieci uczg sie kodowania czynnosci wykonywanych na real-
nych przedmiotach, czyli ich zapisywania za pomocg odpowiednich for-
mul matematycznych z uzyciem liczb i znakéw dzialan. A zatem juz
w tym okresie powinny pojawié¢ sie zapisy typu: 3 -2, 6 : 3. Np. na-
uczyciel moze rozda¢ dzieciom pudetka z kamyczkami i poprosié¢, aby
dzieci wyjely z pudelka trzy razy po dwa kamyczki, jednoczesnie zapi-
sujac na tablicy odpowiednie dzialanie. Nalezy tu zauwazy¢, ze skoro te
zapisy maja byé¢ zakodowanymi czynno$ciami wykonywanymi na real-
nych przedmiotach, to zapisy: 3 -2 1 2 -3 oznaczaja wykonanie innych
czynnosci i dla pierwszoklasistéw nie jest ani jasne, ani zrozumiale to,
ze mnozenie jest przemienne. Zapis 3 - 2 oznacza bowiem, ze np. nale-
zy wyjaé z pudetka trzy razy po dwa kamyczki, a zapis 2 - 3, ze nalezy
wyja¢ z pudetka dwa razy po trzy kamyczki. Oczywiscie, pierwszokla-
sista jest w stanie ustali¢, ze i w pierwszym, i w drugim przypadku
zostanie wyjeta taka sama liczba kamyczkéw. Jednak w tym okresie my-
$lenie dziecka jest jeszcze silnie zwigzane z konkretem i wykonywany-
mi czynnosciami, a te sa inne. Jak pisza Nawolska i Zadlo do sytuacj,
w ktérej sa 4 rowery, z ktérych kazdy ma po 2 kota pasuje iloczyn 4 - 2,
a zapis 2 - 4 nie jest odpowiedni do tej sytuacji. Iloczyn 2 - 4 opisuje
przypadek, w ktérym zliczamy kola w dwdéch samochodach, z ktérych
kazdy ma 4 kota. W konkretnych, realnych sytuacjach, rola czynnikéw
m i k i w iloczynie jest inna; w iloczynie m - k mamy m razy po k
sztuk, w iloczynie k - m mamy k razy po m sztuk (Nawolska i Zadlo,
2006, s. 264). Dlatego przy wprowadzaniu zapisu mnozenia, moze war-
to, podobnie jak to czyniono dawniej, postugiwac sie terminami: mnozna
i mnoznik. Mnozna jest to liczba wystepujaca przed znakiem mnozenia
i oznacza ile razy” (np. ile razy wyjmujemy kamyczki z pudetka). Mnoz-
nik jest to liczba wystepujaca po znaku mnozenia i oznacza ,po ile” (np.
po ile kamyczkéw wyjmujemy z pudetka). Powyzsze rozwiazania meto-
dyczne, pozwalaja tez w prosty sposéb ustali¢ sens zapiséw typu 1 - 5
i 5. 1. W pierwszym przypadku jeden raz siegamy do pudetka i wyj-
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mujemy z niego od razu 5 kamyczkéw, w drugim — sieggamy do pudetka
5 razy i za kazdym razem wyjmujemy z niego po jednym kamyczku.

Gdy dzieci poznaja juz liczbe zero warto wykonaé¢ z nimi ¢éwicze-
nie, ktére pozwoli im utrwali¢ to, czego sie juz nauczyly i zrozumieé
sens dziatan, w ktérych mnoznik jest rowny zero. Na przyklad najpierw
nauczyciel moze prosi¢ dzieci, aby roztozyty na trzech talerzach po 4 ka-
myczki, policzyly, ile jest tacznie kamyczkéw na tych talerzach i zapisaty
odpowiednia formule (3 -4 = 12). Nastepnie prosié¢, aby dzieci roztozyly
na trzech talerzach kolejno po 3 kamyczki, po 2 kamyczki i po jednym
kamyczku. Wykonywanym czynnoéciom powinno towarzyszy¢ pojawia-
nie sie zapiséow: 3- 3 =19, 3-2 =6, 3-1 = 3. Natomiast sytuacji gdy
sa trzy puste talarze (na zadnym nie ma kamyczka) odpowiada formuta
3 -0 = 0. Na tym etapie nie nalezy dazy¢ do wprowadzenia zapisu typu
0-3 =0, gdyz odniesienie go do sytuacji ,tyle po tyle” jest trudne lub
wrecz niemozliwe.

W pierwszej klasie nalezy réwniez uczy¢ dzieci kodowania czynno-
$ci zwigzanych z rozdzielaniem przedmiotéw. Nalezy stwarzaé sytuacje,
w ktorych dzieci beda zaréwno dzielity ,,po tyle” jak i ,na tyle”. Nale-
zy zwraca¢ baczna uwage na sfomutowania: ,podziel po...” i ,podziel
na...”. Jedli nauczyciel bedzie chciatl rozwija¢ umiejetnosci dzielenia
w aspekcie mieszczenia (,,po tyle”) powinien sformulowaé problem np.
nastepujaco: ,,Podziel 24 kamyczki na gromadki, tak aby w kazdej gro-
madce byto po 4 kamyczki. Ile bedzie gromadek?” Uczen powinien odli-
czaé kamyczki po 4 i je odsuwaé na bok, tworzac w ten sposéb gromadki.
Nastepnie powinien ustalié¢ liczbe gromadek. Towarzyszaca temu formu-
ta matematyczna powinna by¢ nastepujaca: 24 : 4 = 6 . Jesli nauczyciel
bedzie chcial rozwija¢ umiejetnosci dzielenia w aspekcie podzialu na
réwne czesci (,na tyle”) powinien sformutowaé problem np. w postaci:
,Podziel 24 kamyczki na 6 gromadek, tak aby w kazdej gromadce byto
po tyle samo kamyczkéw. Ile kamyczkéw bedzie w jednej gromadce?”
Uczen powinien rozdziela¢ kamyczki po jednym na 6 gromadek, a po-
tem sprawdzi¢, czy w kazdej gromadce jest tyle samo kamyczkéw i ile
ich jest, a nastepnie zapisa¢ formute: 24 : 6 = 4.

Warto tu zauwazyé, ze w obu przypadkach sytuacja wyjsciowa
i koncowa sg takie same, jednak postawiony problem, dzialania uczniow
i odpowiadajace im formuly matematyczne sa réozne. W tym czasie moz-
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na tez zaczaé¢ uzywaé terminéw: dzielna (liczba przed znakiem dzielenia),
dzielnik (liczba za znakiem dzielenia) i iloraz (wynik dzielenia). Dopie-
ro w kolejnych latach nauki, gdy uczniowie zrozumieja sens dzielenia
w obu aspektach, gdy juz beda wykonywaé dzialania na abstrakcyjnych
liczbach, w oderwaniu od manipulacji na realnych przedmiotach, bedzie
mozna wprowadzi¢ dzielenie ,przez”’, np. ,,30 podzieli¢ przez 5, to 6”.

Zdaniem Gruszczyk-Kolczynskiej, aby uéwiadomié¢ uczniom regular-
nosci uporzadkowanych iloczynéw warto wykorzystaé¢ wyprobowany, choé¢
obecnie rzadko stosowany zapis iloczynéw ,,w stupkach”, przy czym ko-
lejne ,stupki” powinny pojawia¢ sie jako efekt zakodowania czynnosci
wykonywanych na konkretach. Stupki moga tez by¢ wstepem do stwo-
rzenia tabliczki mnozenia. Warto tu zauwazy¢, ze kazde dziecko powin-
no samodzielnie zbudowaé tabliczke mnozenia. W pierwszej kolumnie
i w pierwszym wierszu tabliczki uczniowie powinni umiesci¢ liczby od
1 do 10, przy czym liczby wpisane w pierwszej kolumnie tabliczki be-
da mnoznymi, a w pierwszym wierszu — mnoznikami. Warto oferowad
uczniom réznorodne ¢wiczenia ukierunkowane na nauke postugiwania
sie tabliczka mnozenia. W efekcie tych dziatah uczniowie powinni za-
uwazy¢, ze mnozenie i dzielenie sa dzialaniami wzajemnie odwrotnymi
oraz ze mnozenie jest przemienne (bez wprowadzania tego terminu).
W dostrzezeniu tej ostatniej witasnosci mnozenia pomocne moze byé
tez ulozenie obiektéw w szyku szeregowo — kolumnowym. Warto aby
uczniowie uktadali np. 4 rzedy po 5 kamyczkow w kazdym, a nastep-
nie nie ruszajac ich zmieniali miejsce obserwacji i perspektywe patrzenia
(5 rzedéw po 4 kamyczki w kazdym). Innymi zadaniami, ktére moga
poméc w dostrzezeniu przemienno$ci mnozenia moga byé¢ zadania z bu-
dowg prostokatéw na geoplanie lub zadania z rysowaniem ich na sieci
kwadratowej (kartce w kratke) i ustalanie, ile kwadracikéw miesci sie
w tym prostokacie.

Dopiero po zauwazeniu i zrozumieniu przez dzieci sensu przemienno-
$ci mnozenia oraz oderwaniu zapisu iloczynu od wykonywanych czynno-
Sci na konkretach mozna wprowadzi¢ pojecia: czynnik i iloczyn. Wtedy
tez mozna u$wiadomié¢ dzieciom, ze jezeli jeden z czynnikéw jest réw-
ny 0, to iloczyn tez jest réwny 0, a dobierajac odpowiednie przyktady
i wykorzystujac zwiazek miedzy mnozeniem i dzieleniem pokazad, ze np.
0:6 =0, zas dzielenie przez zero jest niewykonalne.
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Podsumowujac ten etap nalezy jeszcze zwrdci¢ uwage na kilka rze-
czy. Po pierwsze ksztaltowanie umiejetnosci mnozenia i dzielenia oraz
rozumienia sensu tych dziatan jest Scidle zwiazane z wykonywaniem dzia-
tan na konkretach, wykonywaniem odpowiednich gestéw, ruchéw. Uczen
musi manipulowaé, a formuty matematyczne powinny stanowi¢ kod tych
czynnosci. Tu nie wystarcza jedynie statyczne rysunki, na ktore dziec-
ko moze patrze¢ i interpretowaé¢ w rézny sposéb. Powréémy bowiem do
rysunku 1 i jeszcze raz przyjrzyjmy mu sie.

Analizujac go uczen moze najpierw dostrzec dwie gromadki, potem
ustali¢, ze w kazdej z nich sa 4 koétka, a zatem wszystkich kotek jest
2 -4 = 8. Taki schemat mys$lenia odpowiada okreslonemu wczesniej
rozumieniu mnozenia (2 gromadki po 4 kétka). Analizowanie rysunku
i mys$lenie ucznia moze przebiega¢ jednak inaczej. Najpierw moze on
skupié¢ uwage na liczbie kétek w kazdej gromadce i ustali¢, ze w kazdej
jest po 4 koétka, a potem na liczbie gromadek. To odpowiada stwierdzeniu
4 kotka sa w kazdej z dwéch gromadek”, co przeklada sie na adekwat-
ny do przeprowadzonego rozumowania zapis 4 - 2 = 8, jednak niezgodny
z wczesnie] przyjetymi konwencjami i ustalonemu rozumieniu mnoze-
nia. Ponadto, np. ilustrowanie dzielenia w aspekcie podzialu na réwne
czedci, bez mozliwoéci wykonywania ruchéw: przesuwania i rozdzielania,
a jedynie np. rysowania kresek jest trudne, a powstaly rysunek — mato
czytelny.

Po drugie, jak slusznie zauwazyla Gruszczyk-Kolczynska (2015,
s. 77), umiejetnosci mnozenia i dzielenia ksztaltuja sie niezaleznie od
umiejetnosci dodawania i odejmowania, jako osobne umiejetnoéci, ktére
potem polacza sie ze soba w strukture czterech dziatan arytmetycznych.
A zatem ksztaltowanie umiejetnosci mnozenia i dzielenia, nie powinno
sie zaczyna¢ od pokazania zwigzku mnozenia z dodawaniem, lecz ten
zwiazek powinien zostaé¢ odkryty przez ucznia wtedy, gdy juz bedzie on
dobrze rozumial sens kazdego z tych dzialan.
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2.3. Mnozenie i dzielenie ulamkéow

W klasach IV-V uczniowie nabywaja umiejetnosci zwiazane z mno-
zeniem i dzieleniem utamkéw. Zazwyczaj rozpoczyna sie od mnozenia
liczby naturalnej przez utamek. Warto tutaj nawiaza¢ do sensu mnoze-
nia wyniesionego przez ucznia z wczedniejszej edukacji. Jezeli czwarto-
klasista wie, ze np. zapis 5-3 oznacza ,,5 razy po 3”, to zapis 5- % oznacza

»D Tazy po %”, czyli % (5 - % = %), co mozna zilustrowaé¢ rysunkiem
(rys. 2).
Rys. 2

Analiza powyzszego rysunku pozwala wywnioskowaé, ze zostalo za-

malowane po % z kazdego z 5 jednakowych prostokatéw, a zatem
% -5 = %. Whniosek ten wyplywa wprost z przemiennosci mnozenia.

Wykonanie wielu takich éwiczen powinno doprowadzié¢ ucznia do wnio-
sku, ze mnozenie liczby naturalnej przez utamek lub utamka przez liczbe
naturalng sprowadza si¢ do pomnozenia licznika utamka przez te liczbe
naturalng i pozostawienia mianownika bez zmian.

Na drugim etapie edukacyjnym warto pokaza¢ uczniom, ze geome-
tryczna interpretacja mnozenia jest pole prostokata. Nalezy wyjsé¢ od
sytuacji znanych uczniom z klas mlodszych, a mianowicie od zliczania
kwadratéw jednostkowych, zawartych w tym prostokacie. Jezeli boki pro-
stokata wyrazaja sie liczbami naturalnymi, np. 5 i 3, to uczen powinien
zauwazy¢, pole tego prostokata jest rowne iloczynowi 5 - 3 poniewaz
mamy 5 rzedéw i w kazdym rzedzie po trzy kwadraty. Okreslenie to
pozostanie réwniez prawdziwe, jezeli dlugosci jednego lub obu bokéw
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prostokata beda ulamkami, tylko wtedy nalezy zliczaé¢ réwniez czesci
kwadratéw jednostkowych (Turnau, 1985, s. 254).

Roéwniez przy wprowadzaniu dzielenia utamkéw zwyktych warto ba-
zowaé na umiejetnosciach ucznia wyniesionych z klas I-1II. Jednak to,
do ktorego z dwoch wymienionych wczesniej aspektéw dzielenia nalezy
sie odwotaé zalezy od tego, czy dzielimy utamek przez liczbe naturalng,
czy liczbe naturalng przez utamek. Rozwazmy przyktad % : 3. Dziele-
nie to mozna zinterpretowa¢ jako podzial prostokata na réwne 3 czesci
i zilustrowaé nastepujaco (rys. 3).

— | o

[T

> lw

Rys. 3

Na powyzszym rysunku zacieniowany obszar oznacza calo$é (jedyn-
ke), ktora zostala podzielona na 4 jednakowe czeci (kwadraty). Kaz-
dy kwadrat odpowiada utamkowi i, a zatem prostokat sktadajacy sie
z 9 jednakowych kwadratow reprezentuje utamek %. Po podzieleniu tego
prostokata na 3 rowne cze$ci uczen powinien zauwazy¢, ze wynik jest
reprezentowany przez prostokat zlozony z trzech kwadratéw, a zatem
% 13 = %. Jednak w przypadku dziatania % : 3 odwotanie si¢ do dziele-
nia w aspekcie mieszczenia nie ma sensu.

Zupelnie odmienng jest sytuacja, w ktorej nalezy podzieli¢ liczbe
przez utamek, np. 3 : %. W tym przypadku podzial na réwne czesci traci
swoj sens, bo nie wiadomo, co to znaczy podzieli¢ na i rownych czesci.
W takich sytuacjach uczniowie czesto popelniaja btad, stwierdzajac, ze
trzeba podzieli¢ na 4 réwne czesci, tym samym mylac dzielenie 3 : i
z dzieleniem 3 : 4. Jeszcze czeSciej pojawia si¢ on wtedy, gdy dziela
liczbe przez % Wtedy méwia, ze ,dziela na pét”, czyli na dwie réwne
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czesci (Siwek i Turnau, 1988, s. 56). W takich sytuacjach mozna nato-
miast odwotaé si¢ do wytworzonych intuicji dzielenia w aspekcie miesz-
czenia. Warto poszukaé przyktadéw z zycia, ktérych modelem matema-
tycznym byloby podane dzialanie. Np. dla dzialania podanego wcze-
$niej zadanie mogloby by¢ nastepujace: ,Ile szklanek nalezy przygoto-
wadé, aby wypelni¢ je 3 litrami soku?” Uczenn bazujac na swojej wiedzy
i do$wiadczeniu powinien zauwazy¢, ze 3 : % =12.

2.4. Mnozenie i dzielenie liczb catkowitych

Whprowadzajac mnozenie liczb catkowitych ujemnych w klasie V lub
VI szkoty podstawowej warto zacza¢ od mnozenia liczby naturalnej przez
liczbe catkowitg ujemna. Mozna tutaj odwoltaé sie do sytuacji kilkukrot-
nego zaciagania dlugu (reprezentowanego przez liczbe ujemna) w takiej
samej wysokosci. Jezeli np. 3 razy zaciaggniemy diug po 5 zi, to tacznie
bedziemy mieli dlug w wysokosci 3 - (—5) = —15. Problem pojawia sie
przy mnozeniu dwoch liczb ujemnych. Tu odwotanie sie do dtugu lub
innych sytuacji realnych jest czesto niemozliwe lub bezsensowne. Bo co
to znaczy np. zaciagnaé dlug ,minus 3 razy”?

Aby u$wiadomié uczniom w jaki sposéb mnozymy dwie liczby ujem-
ne, mozna zaproponowaé¢ im, podobnie jak w klasach I-III, obserwacje
regularnosci uporzadkowanych iloczynéw, np.

3.(=5)=-15
2. (=5) = —10
1-(=5)=-5
0-(=5) =0.

Analiza powyzszych przykladéw prowadzi do odkrycia reguly, ze je-
zeli pierwszy czynnik zmniejszamy o 1, to wynik mnozenia zwieksza sie
o 5. Postepujac tak dalej uczniowie odkrywaja, ze iloczyn dwoch liczb
ujemnych jest liczba dodatnia.

(—1)-(=5) =5
(<2) - (=5) = 10
(=3)-(=h) =15

Natomiast dzielenie liczb catkowitych ujemnych mozna wprowadzié,
wykorzystujac to, ze mnozenie i dzielenie sg dziatlaniami wzajemnie od-
wrotnymi.
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2.5. Iloczyn i iloraz jako dzialanie i jako wynik dzialania

Cho¢ juz w klasach I-11I, uczniowie uzywaja terminéw: iloczyn i ilo-
raz, to zazwyczaj dopiero w starszych klasach zwraca sie uwage na fakt,
ze pojecia te maja podwdjne znaczenie — sg rozumiane jako dzialanie
lub wynik tego dzialania. Dopdki uczen wykonuje dziatania w zbiorze
liczb wymiernych nie powoduje to wigkszych nieporozumien. Jednak na-
uczyciel powinien byé¢ swiadomy tego, ze jesli formuluje polecenie typu
wzapisz iloczyn liczb 14 i 25” powinien oczekiwaé odpowiedzi 14 - 25,
natomiast gdy polecenie brzmi ,oblicz iloczyn liczb 14 i 25” poprawna
odpowiedzia jest 350.

Problemy i nieporozumienia pojawiaja sie wtedy, gdy uczen ma wy-
konaé¢ dziatanie typu: 30 : 5v/3. Wynikaja one w duzej mierze z braku
zrozumienia czym jest dzialanie, a czym wynik dzialania. Ot6z wyni-
kiem dziatania 5 - /3, czyli iloczynu liczby wymiernej 5 i niewymiernej
V3 jest liczba niewymierna 5v/3. Pominiecie kropki (ktére uczniowie
czesto stosuja bez rozumienia istoty) oznacza, ze nie jest juz rozwazane
dzialanie, tylko jego wynik. Analogiczna sytuacja jest wtedy, gdy uczen
zamiast pisa¢ 2 - 3, pisze wynik tego dziatania, czyli 6. A zatem w przy-
padku dzialania 30 : 5v/3 nalezy wykonaé¢ dzielenie dwéch liczb: liczby
wymiernej 30 i niewymiernej 5v/3. Oczywiscie liczbe 5v/3 mozna zasta-
pi¢ mnozeniem, ale wtedy nalezy dzialanie to zapisa¢ w nawiasie, czyli:
30 : (5-+/3), za$ zapis 30 : 5- /3 jest bledny. Mozna tu odwolaé sie
do pewnej analogii — zamiast 30 : 6 mozna napisa¢ 30 : (2 - 3), ale zapis
30 : 2.3 w przypadku dzielenia liczby 30 przez 6 nie jest poprawny.

3. Bledy w ksztaltowaniu umiejetnoSci mnozenia i dzielenia

Weczedniejsze rozwazania pozwalaja wyrdznié kilka bledéw zwiaza-
nych z ksztaltowaniem umiejetnoSci mnozenia i dzielenia. Kroétko je
tutaj scharakteryzuje.

3.1. Zbyt p6zne rozpoczynanie ksztaltowania umiejetnosci mno-
zenia i dzielenia

Poniewaz juz dziecko przedszkolne ma pewne intuicje zwiazane
z mnozeniem i dzieleniem, wiec nalezy je rozwijaé poczawszy od tego

okresu. Tymczasem zgodnie z polskg metodyka edukacji matematycznej
ksztaltowanie mnozenia i dzielenia rozpoczyna sie dopiero w klasie 1T
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szkoly podstawowej, gdy przynajmniej w zalozeniu, dziecko juz opanuje
umiejetnosci dodawania i odejmowania liczb naturalnych. To oznacza, ze
dziecko od okresu przedszkolnego do klasy II nie ma stwarzanych moz-
liwoéci optymalnego rozwoju swoich umiejetnosci w zakresie mnozenia
i dzielenia.

3.2. Zbyt szybkie przechodzenie od konkretéw do abstrakcji
i zbyt szybkie wprowadzanie wlasnosSci mnozenia

W okresie przedszkolnym i edukacji wezesnoszkolnej, mnozenie, po-
dobnie jak kazde dzialanie matematyczne, jest silnie powiazane z wyko-
nywanymi dziatlaniami na konkretnych przedmiotach. Dla dziecka kaz-
da liczba wystepujaca w iloczynie ma inne znaczenie. W tym okresie
moze ono jeszcze nie dostrzegaé¢ przemiennosci mnozenia. Zbyt szybkie
wprowadzanie tej wlasnoéci i nadawanie obu liczbom takiego samego
znaczenia, poprzez nazywanie ich obu czynnikami, moze by¢ dla dziecka
niezrozumiale i generowaé¢ w przysztosci trudnosci w uczeniu sie.

3.3. Okreslanie mnozenia jako skréconego zapisu dodawania
tych samych skladnikéw

W wielu obecnie funkcjonujacych podrecznikach, mnozenie wprowa-
dza sie klasie II jako skrécony (lub inny) zapis dodawania tych samych
sktadnikéw, ilustrujac je przykladami typu:

5+5+5=3"5,
3+3+3+3+3=5"-3.

Takie ujecie jest czesto powtarzane w klasie III i IV. Jednak taka
metodyka jest niewlasciwa przynajmniej z kilku powodéw. Po pierwsze,
ten sposéb wprowadzenia mnozenia nie znajduje uzasadnienia w przy-
padku iloczynéw typu: 2 - 4,1 -4, 0 - 4. Czy formula 2 - 4, jest krotsza
niz 4 + 47 Czy zapis 1 - 4 jest krétszy niz zapisanie tylko liczby 47 Co
to znaczy ,suma jednego sktadnika”? A jak nalezy rozumieé zapis 0 - 47
Przeciez sformutowania: ,suma 1 sktadnika” lub ,suma 0 sktadnikéw”
nie maja sensu. Jak zauwaza Semadeni (2015, s. 84) jest to wprowadzenie
nowego, trudnego pojecia, jakim jest mnozenie liczb, za pomoca innego
abstrakcyjnego i jeszcze niedostatecznie utrwalonego pojecia — wielokrot-
nego dodawania. Gruszczyk-Kolczynska (2015, s. 76) zwraca tez uwage,
ze uczniowie, ktérzy rozumieja mnozenie jako skrécony sposéb zapisu
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dodawania jednakowych sktadnikéw, czesto utozsamiajg mnozenie z do-
dawaniem. Majac do obliczenia iloczyn dwdéch liczb w rzeczywistosci nie
wykonuja mnozenia lecz dodawanie. Dopdéki dotyczy to matych liczb, to
takie postepowanie nie razi. Jednak trudnosci zaczynaja sie wtedy, gdy
uczen ma pomnozy¢ np. dwie liczby dwucyfrowe.

Kolejny powdd, dlaczego nie nalezy wprowadza¢ mnozenia jako skré-
conego zapisu dodawania jednakowych skladnikow jest jeszcze wazniej-
szy, gdyz jest zwiazany z ciagloScia procesu uczenia sie matematyki.
Prawidlowe ksztaltowanie pojecia matematycznego na danym etapie po-
winno uwzgledniaé¢ caty dalszy proces ksztaltowania tego pojecia na ko-
lejnych etapach. Mnozenie liczb naturalnych powinno stanowi¢ podstawe
do ksztaltowania mnozenia liczb wymiernych lub, inaczej méwiac, mno-
zenie liczb naturalnych powinno by¢ szczegdlnym przypadkiem mnoze-
nia liczb rzeczywistych, takim przypadkiem, ktory tatwo mozna uogdlnié
na utamki, a potem na liczby wymierne i liczby rzeczywiste. Jezeli za-
tem wprowadzimy mnozenie jako skrécony zapis dodawania tych samych
sktadnikéw, to jak w takiej sytuacji zinterpretowaé¢ np. mnozenie dwéch
liczb wymiernych %% lub (—4,7)-(—3,1)? Co wiecej, dla wielu uczniéw
mnozenie zawsze bedzie kojarzyto sie ze skroconym zapisem dodawa-
nia jednakowych skladnikéw, bez wzgledu na to jakie beda czynniki.
Dziatania nauczyciela w klasach starszych, majace na celu zmiane tego
pierwotnego rozumienia mnozenia moze nie tylko nie przynies¢ oczekiwa-
nych efektéw, ale spowodowaé frustracje i nieche¢ do nauki matematyki
(Turnau, 1985, s. 253).

3.4. Nauczanie nastawione na gléwnie na pamieciowe opanowa-
nie tabliczki mnozenia

Nauczanie nastawione gtéwnie na pamieciowe opanowanie tabliczki
mnozenia czesto nie tylko jest nieskuteczne, ale moze rodzi¢ trudnosci
w nauce matematyki; takie trudnoéci, ktore trudno zauwazy¢ w klasach
mtodszych, i ktére ujawniaja sie dopiero w klasach starszych (poczawszy
od klasy IV), wtedy, gdy sa juz trudne do przezwyciezenia (Semadeni,
2015 s. 17-18, Czajkowska 2020, s. 89-90). Uczen moze bowiem bez zro-
zumienia nauczy¢ sie pewnych tresci matematycznych ,na pamieé¢”, tak
jak mozliwe jest zapamietanie ciggu symboli czy stow, ktére nie sg ze so-
ba powiazane w zaden sposob. Poniewaz na lekcjach, na ktorych sa one
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realizowane, uczen potrafi je odtworzy¢, a czesto nawet zastosowaé w ty-
powych sytuacjach, wiec zar6wno u nauczyciela jak i u ucznia powstaje
bledne przekonanie, ze juz te tresci opanowat. Jednak wraz z uptywem
czasu zapamietane tresci ulegaja réznym deformacjom, a uczen nie ma
mozliwoéci zweryfikowania ich poprawnosci, poniewaz nie maja one dla
niego zadnego znaczenia. Dlatego np. uczen, ktory w drugiej klasie bez-
blednie recytowal tabliczke mnozenia z pamieci, ale bez rozumienia sen-
su mnozenia, w klasie czwartej moze napotka¢ trudnoéci z obliczaniem
pol prostokatéw, zamiana jednostek, rozszerzaniem i skracaniem utam-
kéw, czy tez dzialaniami na nich (Czajkowska 2020, s. 89). Nie ozna-
cza to jednak, ze nalezy caltkowicie odej$é¢é od pamieciowego opanowania
tabliczki mnozenia. Chodzi o to, aby zachowaé rozsadek i odpowiednie
proporcje miedzy opanowaniem narzedzi i technik rachunkowych oraz
relacyjnym rozumieniem mnozenia lub dzielenia. Pamieciowe opanowa-
nie tabliczki mnozenia jest wazne w edukacji matematycznej, lecz jeszcze
wazniejsze jest to, aby uczen potrafil sobie poradzi¢ w sytuacji, gdy za-
pomnial jaki jest wynik mnozenia konkretnych liczb.

3.5 Zbyt duze polozenie nacisku na zapamietanie algorytmow
dziatan pisemnych bez zrozumienia ich istoty

Jednymi z umiejetnosci jakie powinien posiasé uczen w szkole pod-
stawowej jest wykonywanie mnozenia i dzielenia sposobem pisemnym.
Sa one wazne, jednak nalezy pamigtaé¢ o tym, aby nie ktasé¢ zbyt duzego
nacisku tylko na stosowanie tych algorytméw, bez zrozumienia ich isto-
ty. Ponadto warto pokaza¢ uczniom réwniez inne sposoby i algorytmy
wykonywania mnozenia lub dzielenia, np.: mnozenie i dzielenie ,po ka-
walku”, mnozenie ,po japonsku” lub mnozenie ,po hindusku” (zwane
tez mnozeniem ,po przekatnej”).

4. Zakonczenie

Powréémy do pytan postawionych na poczatku tego tekstu. Jak juz
pisatam, w klasach mlodszych mnozenie jest silnie powigzane z manipu-
lacjami na konkretach i nie jest postrzegane jako dziatanie przemienne.
A zatem zapis: 4 - 2 = 8 nie opisuje przedstawionej sytuacji. Jednak nie
mozna tego rozwiazania uznac za btedne. W przypadku statycznego ry-
sunku, sposéb jego postrzegania moze by¢ rézny. Ponadto nalezy wziaé
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tez pod uwage ciaglos¢ edukacyjng i to, ze uczen, o ile juz nie odkryt,
to wkrotce odkryje, ze mnozenie jest przemienne. Dlatego w mojej opi-
nii nauczyciel, ktéry odrzuca i negatywnie ocenia przedstawione przez
ucznia rozwigzanie: 2 - 4 = 8, postepuje niewlasciwie. Pomimo dobrych
intencji, swoim postepowaniem moze blokowaé rozwdj umiejetnosci ma-
tematycznych ucznia, ale tez przyczyniaé sie do powstania negatywnej
postawy ucznia do matematyki i uczenia si¢ tego przedmiotu.

W drugim przypadku poprawnym wynikiem dzialania: 36 : 2v/3 jest
61/3, bowiem mamy tutaj do czynienia z ilorazem dwdch liczb.

Literatura

Czajkowska M., Hartman A.. 2021, Uniejetnosci poloni-
styczne, matematyczne i przyrodnicze trzecioklasistow, Raport ze Spraw-
dzianu Kompetencji Trzecioklasisty Omnibus 2021, Wydawnictwo MAC,
Kielce.

Czajkowska M, Maciejewska-Dzido LA.
2022, Umiejetnodci polonistyczne, matematyczne i przyrodnicze trzecio-

klasistow, Raport ze Sprawdzianu Kompetencji Trzecioklasisty Omnibus
2022, Wydawnictwo MAC, Kielce.

Czajkowska M. 2020, Przyczyny niepowodzen w nauce mate-
matyki. Jak szkola moze wspieraé rozwdj dziecka w zakresie rozwijania
zdolnosci myslenia i nabywania kompetencji matematycznych, w: Szu-
rowska B. Szkola w sytuacji trudnej. Zdgzyé z pomocg, Wydawnictwo
Difin S.A. s. 85-107, Warszawa:

Gruszczyk-Kolczynska E.,Zielifiska E.: 2015, Dziecieca
matematyka — dwadzie$cia lat pozniej, Wydawnictwo Blizej Przedszkola,
Krakow.

Gruszczyk-Kolczynska E.:2021, Jak pomdc dziecku pokonaé
niepowodzenia w nauce matematyki? Wydawnictwo Blizej Przedszkola,
Krakow.

Karpinski M, Nowakowska A.,Orzechowska M.,
Sosulska D.,Zambrowska M.:2014, Raport z ogélnopolskiego
badania umiejetnodci trzecioklasistow OBUTm 2014. IBE, Warszawa.

46



Artykuty

Nawolska B.,Zadlo J.:2005, Kilka uwag o przygotowaniu stu-
dentow pedagogiki wczesnoszkolnej do nauczania matematykis w klasach
I-I11, w: Trelinski G. i Czajkowska M. (red.), Ksztalcenie matematyczne
- tendencje, badania, propozycje dydaktyczne, Wydawnictwo Akademii
Swietokrzyskiej, s. 263-272, Kielce.

Semadeni Z.:2015, Matematyka w edukacji poczgtkowej — podejscie
konstruktywistyczne, w: Semadeni Z., Gruszczyk-Kolczynska E., Trelin-
ski G., Bugajska-Jaszczolt B., Czajkowska M., Matematyczna edukacja
wezesnoszkolna, Wydawnictwo Pedagogiczne ZNP, s. 9-167, Kielce.

Siwek H, Turnau S.:1988, Mnozenie i dzielenie utamkow,
w: Semadeni Z. (red.), Nauczanie poczgtkowe matematyki, T. 4, WSiP,
s. 48-60, Warszawa.

Turnau S.:1985, Mnozenie i dzielenie liczb naturalnych, w: Semade-
ni Z. (red.), Nauczanie poczgtkowe matematyki T. 3, WSiP, s. 252-258,
Warszawa.

47



Wybrane zagadnienia dotyczgce ksztaltowania umiejetnosci mnozenia...

Selected issues concerning the development
of multiplication and division skills

Summary

Educational research, observations of school practice and discussions
in the public space show that many people — children, teenagers and
adults — have insufficiently mastered calculation skills. In particular, it
is difficult to perform multiplication and division in ever-wider sets of
numbers. The reasons for this situation can be found in the wrong me-
thodology. In the article I show how, in the context of educational con-
tinuity, multiplication and division skills are shaped and what mistakes
are made in this area.
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