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Streszczenie

W klasach poczatkowych dziatanie mnozenia na ogot jest wprowadzane ja-
ko ,skrécone dodawanie jednakowych skladnikéw”. Takie ujecie jest bardzo
zakorzenione w polskiej tradycji, o czym przekonuje krétki przeglad szkolnych
podrecznikéow od poczatkéow XX wieku. To rozwigzanie uwazamy za bardzo nie-
dobre, gdyz naszym zdaniem niesie ono za soba rézne negatywne konsekwencje.
Jednag z nich jest fakt, ze przy takim ujeciu jakby naturalne staje sie polozenie
nacisku na pamieciowe opanowanie tabliczki mnozenia, ratujace przed pomyt-
kami w wykonywaniu dodawania wielu sktadnikéw.

Duzo wazniejsza, negatywna konsekwencja sa blokady w dalszym poznawa-
niu wlasnosci mnozenia (np. prawo przemiennosci, tacznosci, mnozenie przez 1
i przez 0), jak i trudnosci w wykorzystaniu tak tworzonego pojecia przy mnoze-
niu liczb innych niz naturalne. Dlatego konieczne jest szukanie innych rozwiazan
metodycznych dla wprowadzania dzieci w rozumienie czym jest mnozenie jako
dziatanie w dowolnym zbiorze liczbowym.

W tym artykule proponujemy taka nitke dydaktyczna, rozpoczynajaca sie
od pewnych zabiegéw dydaktycznych juz w klasie I. Pokazujemy wieloaspekto-
wo$¢ pojecia mnozenia, sugerujemy jak zapoznawaé z wykonywaniem obliczen.
Wskazujemy, na jakie inne zagadnienia nalezy zwréci¢ uwage przy kontynu-
owaniu nauki w tym zakresie.

Zaprezentowana propozycja nie wyczerpuje wszystkich zagadnien zwiaza-
nych z tematyka ,,mnozenie w nauczaniu wczesnoszkolnym”. Nie musi by¢ tez
wolna od innych, jeszcze dla nas nieuswiadomionych, bltedéw. Moze by¢ jednak
gtosem w dyskusji w kierunku polepszania metodyki nauczania matematyki na
tym poziomie edukacyjnym.

1. Wstep. Zacznijmy tradycyjnie — od cytatu

Prawidlowe metodyczne opracowanie kazdego pojecia matematyczne-
go uwzgledniaé must caly dalszy rozwdj tego pojecia w nastepnych kla-
sach. Czynnik ten jest daleko wazniejszy od historycznej genezy tego po-
jecia (tj. historii jego powstania w dziejowym rozwoju ludzkosci), trakto-
wanej niekiedy jako drogowskaz dla dydaktyki. (...) W wyniku naucza-
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nia szkolnego uczen powinien dobrze rozumieé¢ dzialania arytmetyczne
na liczbach wymiernych, zaréwno dodatnich jak i ujemnych, oraz umieé
wykonywad je numerycznie (tj. z cyfrowym zapisem wyniku) w systemie
dziesigtkowym, jak i w postaci ulamkow zwyklych. Stanowi to z jednej
strony bardzo wazny skladnik wyksztalcenia, z drugiej — poglgdowq baze
dla pozZniejszego rozumienia dziatan na liczbach rzeczywistych, niezbedne-
go dla przyswojenia dalszych, bardziej abstrakcyjnych poje¢ matematyki.

Arytmetyka liczb naturalnych stanowi w perspektywie jedynie pierw-
szy etap ksztattowania pojeé¢ arytmetycznych. Dzialania na liczbach natu-
ralnych sq, a raczej powinny stac sie dla ucznia szczegdlnym przypadkiem
dziatan na liczbach wymiernych, szczegolnym przypadkiem, ktéry latwo
daje sie rozszerzyc, najpierw na utamki zwykle i dziesietne, potem na
liczby ujemne, obejmujgc w ten sposob pelny zakres liczb wymiernych.
O tym, czy rozszerzenie takie bedzie pojeciowo latwe, decyduje w pierw-
szym rzedzie sposéb wprowadzania dziatan na liczbach naturalnych.

Mnozenie wprowadzato sie dotychczas jako ,nudne dodawanie”, tj.
dodawanie réownych skladnikéw. (...) Ujecie to sprawialo, Ze dla nie-
jednego ucznia do konca jego kariery szkolnej, a prawdopodobnie i do
konca Zycia, mnozenie kojarzylo sie najpierw z ,dodawaniem jedna-
kowych sktadnikow”, bez wzgledu na to jakie liczby byly czynnikami.
A przeciez interpretacja iloczynu 2,3 - 0,25 jako sumy jednakowych sktad-
nikow wymagalaby tak wymysinego i sztucznego rozumowania, Ze bylaby
z pewnoscig dla ucznia niedostepna (Turnau, 1985, s. 252-253).

Ten cytat to jeden z wielu glosow krytykujacych ustalony od lat
sposOb wprowadzania uczniéw w rozumienie, czym jest mnozenie jako
dzialanie matematyczne. Stefan Turnau podnosi tutaj jedna kwestie —
trudno$é w poszerzeniu obrazu (rozumienia) pojecia poza pierwsze je-
go rozumienie, zwiazane z pierwszg poznang reprezentacja tego pojecia.
Jest to niewatpliwie bardzo wazny argument, zwracajacy uwage na istot-
ny problem dydaktyczny. Wydaje sie nam, ze wprowadzanie w nauczaniu
wczesnoszkolnym mnozenia jako skroconego zapisu dla dzialania doda-
wania jednakowych sktadnikéw jest niewltasciwe z jeszcze innych powo-
déw. I o tym bedzie ten artykul’.

"WWszystkie rozwazania zawarte w tym artykule sa pokltosiem wspdlnej pracy Kry-
styny Sawickiej i Ewy Swobody przy przygotowywaniu matematycznej czeSci serii
Wielka Przygoda, podrecznikéw dla nauczania wczesnoszkolnego.
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Od razu zastrzegamy, ze zawarte tutaj mysli nie wyczerpuja wszyst-
kich probleméw dotyczacych metodycznego opracowania pojecia mno-
zenia w nauczaniu wczesnoszkolnym.

1. Krétki historyczny przeglad polskich ujeé¢ podreczniko-
wych dotyczacych mnozenia
Skupimy sie jedynie na wybranych podrecznikach XX i XXI wieku.
Interesuja nas sposoby wprowadzania uczniéw w mnozenie. Ponizej wy-
brane skany z tych podrecznikow.

Fot. 1. Rusiecki i in. 1946, s. 991 s. 101
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Fot. 7. Ludwa, Lorek, 2015

Takie przeglad przekonuje, ze metodyczne ujecie mnozenia jako ,,skro-
conego dodawania” od lat jest zakorzenione w naszej tradycji nauczania.
Pojawialto sie ono w podrecznikach szkolnych dla klasy I lub II, w za-
leznosci od zaawansowania w techniki rachunkowe uczniéw. Byto to uje-
cie metodyczne odporne na wszelkie zmiany w podejsciu do nauczania
matematyki — ani ,Nowa Matematyka” ani , Czynnosciowe Nauczanie
Matematyki”, czy ,,Realistyczne Nauczanie Matematyki” nie wplynety
na zmiany w tym zakresie.

Ten sposéb niesie za soba jednak roézne negatywne konsekwencje.
Jedna z nich jest fakt, ze przy takim ujeciu jakby naturalne staje sie
polozenie nacisku na pamieciowe opanowanie tabliczki mnozenia. No bo
przeciez takie wielokrotne dodawanie, zwtaszcza duzej ilosci wiekszych
liczb jednocyfrowych, grozi pomytka, i jest rzeczywiscie uciazliwe. Wtedy
lepiej sie tego wyniku nauczyé¢ na pamieé. Zobaczmy, jak to w klasie II,
w podreczniku Rusieckiego wygladato.

e

Fot. 8. Uczen wielokrotnie dodaje (dolicza) wartosé 7; Rusiecki, Schayer,
1967, s. 137-139

55



Jak to z mnozeniem bylo, a jak moze byc

Niestety, nie jest to ani jedyny, ani najwazniejszy zarzut. Naszym
zdaniem, najwickszym bledem tego podejscia jest to, ze pojecie mnoze-
nia wprowadzane bylo na poziomie symbolicznym — jeden symbol zostat
zastgpiony innym symbolem. Nie towarzyszyla temu zadna przebudo-
wa intuicji i wiedzy dotyczacej dodawania w kierunku wiedzy zwiazanej
z mnozeniem, ani préba budowania tej nowej wiedzy. W takim ujeciu
wiedza dotyczaca dodawania splata sie z wieloma faktami prawdziwymi
w obszarze mnozenia, co bardzo utrudnia dobre postugiwanie sie mno-
zeniem. Dotyczy to nie tylko tzw. ,skrajnych” przypadkéw (mnozenie
przez 1 i przez 0, wytaczanie czynnika przed nawias, rozszerzenie mnoze-
nia liczb naturalnych na inny zakres liczbowy. . ..). Czasami prowadzi to
do naprawde kuriozalnych pomylek, takich jak zaprezentowana ponizej.

sro+9-H BRI 7urersr AR

TARE AR 48 a1l LUWlT]
6+6=_ 1 Ot O[] 4+4+4+4= Illlllllu 71 |

7+7+7=W 6+6+6+6= J....:

3. Zastap mnozenie dodawaniem i oblicz.

Ol ]10 417 110
2-4=ATKITIAIT R+ D

Fot. 9. Uczen realizuje polecenie zastapienia dodawania mnozeniem lub
mnozenia dodawaniem

2. Linia dydaktyczna dotyczaca ksztaltowania pojecia
mnozenia
Kazde pojecie matematyczne wyrosto z potrzeby opisu jakiegos dzia-
lania, zjawiska czy obiektu funkcjonujacego w Swiecie, ktéry nas otacza.
W metodyce nauczania o liczbach naturalnych na ogét akceptujemy fakt,
ze istnieje wiele aspektéw liczby naturalnej. Rozwaza sie réwniez rézne
etapy rozumienia dodawania, odejmowania, dzielenia. Dlaczego przy tym
nie wspomina si¢ (albo nieczesto) o réznych aspektach mnozenia? Pro-
wadzac zajecia ukierunkowane na rozumienie mnozenia, warto pamietac,
ze:
e istnieje wiele réznych aspektéw mnozenia, i skupienie sie na jed-
nym z nich powoduje blokady w pelnym jego rozumieniu;
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e pelne rozumienie mnozenia, to co$ innego niz pamieciowe opano-
wanie ,tabliczki mnozenia”.

W pracy przy ksztaltowaniu pojecia mnozenia waznych jest kilka
faktow. Nie sa one niezalezne od siebie. Ponizej omawiamy niektére
z nich.

2. 1. Wyczulanie na réwnolicznosé zbioréw

Zanim dziecko zacznie przelicza¢ wyniki mnozenia, musi byé¢ wyczu-
lone na réwnoliczno$é zbioréw, ktére reprezentuja jedng z liczb wyste-
pujacych w dzialaniach. Dzieci z faktem réwnolicznosci zbioréw spoty-
kaly sie podczas ksztaltowania pojecia liczby w aspekcie kardynalnym.
Ale teraz chodzi catkiem o co$ innego. Nie chodzi jedynie o to, ile jest
elementéow w kazdym zbiorze, ale gléwnie o to, by sprawdzi¢ (albo do-
prowadzi¢ do sytuacji), ze wszedzie jest tyle samo. Nie powinno sie to
odbywaé poprzez rozpoznanie kodu: kilkakrotnie zapisanej liczebnosci
okreslonych zbioréw (np. zapisu czterech piatek). Dziecko powinno sa-
mo tworzy¢ takie zbiory réwnoliczne albo zauwazaé¢ réwnolicznosé zbio-
réw. Takie sytuacje mozna organizowaé¢ juz w klasie I, przy réznych
okazjach?. Zaczynamy wiec od najblizszej dziecku, naturalnej szkolnej
sytuacji, proponujemy wykonywanie grupowania uczniéw w klasie, lub
dostepnych dziecku przedmiotéw. Padaja przy tym pytania, ukierunko-
wujace na mnozenie: po ile elementéw jest w kazdym zbiorze? Ile jest
zbioréw/grup? Ile jest razem? Niektére z takich sytuacji sa zaprezento-
wane ponizej.

2Sytuacje tworzenia zbioréw réwnolicznych przez dzieci w przedszkolu opisuje
E. Gruszczyk-Kolczyniska (2012). Sugeruje przy tym, by réwnoczesnie kodowaé te
dziatania i wykonywaé obliczenia. Jedno z takich zajeé przebiega nastepujaco: Dzieci
w grupach przygotowuja wersje zabawy Stodkie przyjecie dla lalek i misiéw. Ustalaja,
liczbe gosci, a kazdy gos¢ ma dostaé po 3 ciastka, po 4 cukierki i po 1 szklance soku.
Poniewaz jest to zabawa, kasztany zastepuja cukierki, klocki — ciastka, a mate pojem-
niczki — szklanki soku. Kazda grupa zaprosita inng liczbe gosci, ktérzy dostang po
tyle samo réznych slodyczy, wiec dzialan na mnozenie jest mnéstwo. (...) Przy oma-
wianiu zabawy kazda grupa dzieci podaje liczbe gosci oraz liczbe przygotowanych
stodyczy i wyjasénia, jak to obliczyla. Na przyklad, dzieci z jednej grupy zaprosily
7 gosci 1 wykonaly dziatania 3 - 7= ...,4 -7 = ..., 17 = ... (str. 198-
199). Podobne przyktady zaje¢ mozna znalezé w ksiazce E. Gruszczyk-Kolczynskiej
i M. Skury (2006) str. 37.
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e Powiedz, czy dziewczynki maja po tyle samo kredek.

\

i 2

@ Wez swoje kredki i pogrupuj je po 3. le grup udato ci sie stworzy¢?

Fot. 10a. Zadanie 5. Sawicka, Swoboda, 2020a, s. 77

@ Ktora z liczb od 10 do 20 potrafisz utozyc z kilku takich samych klockéw? Jakie to klocki?

Fot. 10b. Zadanie 9. Sawicka, Swoboda, 2020b, s. 36

W zadaniu 5 — niech dziecko samo stwierdzi, ze sa dwie dziewczynki,
i kazda ma po 7 kredek, czyli maja po tyle samo. Mozna dodaé, ze razem
maja 14 kredek. Na razie unikamy zapisu symbolicznego, proponujemy
tez, by nie sugerowaé zapisywania obliczen za pomoca dodawania. Jezeli
ktores dziecko bedzie chcialo w ten sposéb dokonywaé przeliczen, to nie
nalezy zabrania¢, przy czym réwnie akceptowalne jest proste przeliczenie
wszystkich elementéw wystepujacych w zadaniu.

Zadanie 9 jest jeszcze innym sposobem tworzenia liczby poprzez zwie-
lokrotnianie tej samej wielkos$ci. Mozna je potraktowaé jako zadanie od-
wrotne do poprzedniego. Nie jest to jednak sytuacja nowa dla dziecka;
wielokrotnie we wczedniejszych propozycjach zabaw z liczbami znajdo-
waly sie propozycje budowania liczby z takich samych klockéw albo roz-
ktadu liczby na zbiory ,po tyle samo”. Teraz wystarczy, ze dzieci same
beda wybieraty klocki tego samego koloru, tworzyly z nich ,pociag”
i odczytywaly jego wartos¢é. Oczywidcie, warto, by powiedziaty, z jakich
klockéw zbudowaty swoj ciag i ile klockow wykorzystaty do jego zbudo-
wania. W ten sposéb nabiora sensu dwie liczby (czynniki) uczestniczace
W mnozeniu.
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m Kazda wiewi6rka powinna mie¢ tyle samo orzechéw. Sprawdz,
3 czy tak jest. Jezeli nie, dorysuj wiewiérkom brakujace orzechy.

a0 ¥ &

o6 ¢ Pa®
@ @

Ile orzechéw razem majg teraz wiewiorki? H}

Fot. 11a. Lankiewicz, Sawicka, Swoboda, 2013, s.40

e Czy na kazdym stoliku jest tyle samo kredek?

) T W\! \* j Yv ]

@ lle jest stolikéw?

® lle kredek jest na kazdym stoliku?
@ lle jest wszystkich kredek?

h XIIl Pomagamy / Ustalanie mimo obserwowanych zmian w
Fot. 11b. Sawicka, Swoboda, 2021a, s. 62

Zadanie o wiewidérkach stwarza duzo mozliwosci do dyskusji: jak uzu-
pelnié¢ rysunek, by wszystkie wiewiorki miaty po tyle samo orzeszkow?
Mozna zauwazy¢, ze sa dwie wiewiérki, ktora sa najbogatsze w orzeszki
(po ile ich maja?). Dorysujmy wiec innym wiewiérkom brakujace orzesz-
ki. Ale gdyby tak mozna bylo byé bardziej hojnym? Mozna zapropono-
waé, ze kazdej wiewiorce dodajemy wiecej orzeszkéw, ale tak, by bylo
po réwno. Po ile wiec teraz ma kazda wiewiorka (dzieci moga zapro-
ponowaé jakas liczbe). Policzmy, ile orzeszkéw maja wszystkie wiewidr-
ki? W ten sposob akcentujemy znaczenie dwéch liczb bioracych udzial
W mnozeniu.

Zadanie 3 jest juz w czystej formie podprowadzeniem pod mnozenie.
Wskazuja na to typowe dla mnozenia pytania: Ile jest stolikow? Ile kre-
dek jest na kazdym stoliku? Ile jest wszystkich kredek? Warto jednak
zauwazy¢, ze rysunek nie sugeruje ani réwnoliczno$ci, ani nie narzuca
jaka ma by¢ liczebnosé zbioru — to trzeba samemu stwierdzié.
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2. 2. Budowanie co najmniej dwéch r6znych modeli reprezentu-
jacych mnozenie. Stowny i symboliczny opis sytuacji, w ktorej
wystepuje kilka zbioréw réwnolicznych, ukierunkowany pyta-
niem ,ile tutaj jest razem”?

Jeden z tych modeli czesto nazywany jest modelem ,,pudetkowym?”,
ygarnuszkowym”, ,pojemnikowym” albo jako$ podobnie. Opisuje sy-
tuacje, w ktoérej jest kilka zbioréw réwnolicznych. Ten model jest bar-
dzo statyczny, gdyz musi zaistnie¢ mozliwosé calosciowego objecia my-
$la istnienia kilku zbioréw réwnolicznych. Czesto réwnoliczno$é nale-
zy sprawdzié, przeliczyé (czasami doprowadzi¢ do réwnolicznosci albo
w $wiadomy sposéb zbudowaé od poczatku zbiory réwnoliczne), ale mno-
zenie moze mie¢ miejsce dopiero wtedy, gdy mamy pewnosé, ze zbiory
sg rownoliczne. Kazda liczba wystepujaca w zapisie ma inne znaczenie.
Jedna méwi o tym, ile jest tych zbioréw (pudelek, garnuszkéw), a druga
okredla liczbe elementow w kazdym z tych zbioréw. Sam sposdb opisu
tej sytuacji, zwigzany z pytaniem ,Ile jest razem?”, narzuca kodowane
w ustalonym porzadku: najpierw liczba zbioréw, potem liczebno$é¢ zbio-
ru. Zwréémy przy tym uwage, ze jest to sytuacja wybiegajaca poza sy-
tuacje mnozenia przez 1 lub przez 0 (jezeli jest tylko jeden zbiér to
nie ma sensu pytanie ,jile jest razem”, a przeciez nie chcemy, by dzieci
funkcjonowaly w sytuacji, ktéra dla nich nie ma sensu!)

Obliczamy:
Sg 2 bukiety. W kazdym bukiecie jest 5 kwiatow.
Razem jest 10 kwiatow.

Zapisujemy: 7-0=10

Czytamy: dwa razy pie¢ rowna sie dziesieé.

v
93

XXVII Moja ojczyzna / Grupowanie po tyle samo. Wprowadzenie mnozenia i

Fot. 12. Przyklad reprezentacji mnozenia w aspekcie garnuszkowym,
Sawicka, Swoboda, 2020a, s. 81
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Przykltad ten krétko zbiera do$wiadczenia zwigzane z dotychczaso-
wym ksztaltowaniem intuicji dotyczacych mnozenia. Jest tez podstawa
do wprowadzenia samej symboliki dziatania mnozenia. W klasie mozna
samemu wymysla¢ podobne przykltady, ktére beda zapisane za pomoca
podanego zapisu (o dwoch torebkach jablek po 5 sztuk, o dwéch dloniach
po 5 palcow, o dwoch stosach talerzykéow po 5 sztuk itd.).

Ale jest tez inna sytuacja, w ktérej aktywnosé¢ przebiega w innej ko-
lejnosci, gdyz uwaga dziecka skupiona jest na innych elementach.
Te sytuacje nazywamy ,model poprzez zwielokrotnianie”. Popatrzmy

na rysunek:

Fot. 13. Przyklad reprezentacji mnozenia jako zwielokrotniania,
Sawicka, Swoboda, 2020a, s. 82

W tym przypadku nie ma powodu, by sprawdza¢ réwnolicznos$é, bo
to wida¢. Zmuszanie dzieci do sprawdzania, ze na kazdej galazce sa
4 pomidory moze wzbudzi¢ niecheé i poczucie bezsensownego dziata-
nia. Roéwnolicznos¢ widaé, trzeba tylko odpowiedzie¢ ile jest elementow
w jednym zbiorze, i ile tych zbioréw jest. W takiej sytuacji nie dziwi,
ze dzieci czesto zapisuja takie mnozenie: 4 - 3 (bo jedna galazka ma
4 pomidory, i sa 3 takie same galazki). Koduja ja wiec w innej kolejno-
$ci, niz to ma miejsce w pierwszej sytuacji.

Zespolenie tych dwéch sytuacji to dydaktyczny problem, ktory nie
ma jeszcze zadnego zwiazku z rozumieniem przemiennosci mnozenia
(niezaleznie od tego, ze 3 - 4 = 4 - 3 ). Zmiana kolejnosci zapisu czynni-
kéw wynika z innego kierunku skupienia uwagi dziecka, jest motywowana
inng potrzeba zakodowania zauwazanych fenomendéw.

Warto jednak podkresli¢, ze takie modele dla mnozenia niosa ze so-
ba wiele korzyéci. Podstawowy — to budowanie wyobrazenia mnozenia,
bez stosowania zapisu symbolicznego dotyczacego dodawania. Ale kolej-
na korzyé¢ zwigzana jest z samymi ,,pudeteczkami”. Bo w ,,pudeteczku”
moze by¢ nie tylko po kilka kulek (reprezentujacych liczby naturalne),
ale réwniez np. 1,25 kg cukru czy % litra soku. Mozna réwniez rozwa-
zaé sytuacje, ze zostato zapelnionych 3% pojemnikow. Da to mozliwosé
dalszego rozszerzania pojecia mnozenia na inne liczby niz naturalne.
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Co wiec chcemy osiagna¢ na tym etapie?

1. Budujemy $wiadomos$é, ze mnozenie jest dzialaniem na pewnej
wielkosci (pudeleczku o okreslonej zawartosci) reprezentowanej przez
liczebnosé okreslnego zbioru. W dziataniu wystepuje kilka takich
zbiorow.

2. Oswajamy dzieci z kodowaniem ,statycznej”, finalnej sytuacji zwia-
zanej ze stosowaniem mnozenia.

3. Oswajamy z prostymi zagadnieniami, ktére mozna rozwigzywacé za
pomoca mnozenia.

4. Oswajamy z niektérymi wynikami mnozenia (malych liczb, nieko-
niecznie w waskim zakresie np. do 30).

5. Akceptujemy sytuacje, ze odpowiedz na pytanie ,Ile jest razem?”
dzieci otrzymajg poprzez dodawanie albo przeliczanie, ale to dzia-
tanie traktujemy tylko jako techniczna metode znalezienia rozwia-
zania, nie jako opis calej sytuacji.

Czego jeszcze uczen nie zna ani nie potrafi zaakceptowac?

6. Wlasnosci dziatan:
1. mnozenia przez 1, 0;
2. praw dzialan — gtéwnie przemiennosci mnozenia, ani rozdziel-
nosci mnozenia wzgledem dodawania.

2. 3. Kolejny model reprezentujgcy mnozenie

Jest on czesto nazywany modelem szeregowo-kolumnowym. My go
nazywamy ,modelem czekoladowym”. Wprowadzenie tego modelu jest
oczekiwane wtedy, gdy uczen zaakceptuje sytuacje istnienia kilku zbio-
réw réwnolicznych. Teraz na te sytuacje naktadamy okreslong strukture.
I znéw — jest to statyczny model dla mnozenia. Niezaleznie od dziatan
prowadzacych do stworzenia takiego modelu, jego opis za pomoca mno-
zenia jest mozliwy dopiero wtedy, gdy model funkcjonuje w postaci skon-
czonej (musi by¢ wiadomo, ile jest obiektéw i jaka jest ich liczebnosé).
Ponizej prezentujemy pewng propozycje pracy z tym modelem.
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Zobacz, jak Marta uktadata wzory z kafelkéw.
Najpierw utozyta jeden rzad.

IRy 5 kafelkow

Potem dotozyta drugi taki sam rzad.

P PRV SRV
I\N 2 razy po 5 kafelkow
NTNN\TY

Wzr jej sie spodobat, wiec dotozyta jeszcze jeden rzad.
/W 3 razy po 5 kafelkow

Uktadaj tak jak Marta. Ile kafelkéw potrzeba, zeby utozy¢ taki wzér? Czy potrafisz zapisaé
obliczenie za pomoca mnozenia? Zapisz je w zeszycie.

Fot. 14. Przyktad reprezentacji mnozenia w aspekcie czekoladowym,
Sawicka, Swoboda, 2020a, .92

Zadanie 1. Reprezentowanie mnozenia w ukladzie szeregowo-kolum-
nowym wcale nie jest oczywiste i tatwe. Przede wszystkim dlatego, ze
zachowanie takiego uktadu wymaga odpowiedniego treningu. W tym
podreczniku ¢éwiczytySmy wcezesniej taki uktad przez proponowanie in-
nych zadan, na przyktad na szachownicy, przez umieszczenie danych
w tabelkach, czy poruszanie sie po pokratkowanej ptaszczyznie. Teraz
zachowanie porzadku utatwia kwadratowy ksztalt sztywnego kafelka.

W ukltadzie czekoladowym liczba elementéw w kazdym rzedzie jest
taka sama i liczba elementéw w kazdej kolumnie jest taka sama. Na réw-
noliczno$é¢ elementéw dzieci powinny byé juz wyczulone, i powinny ten
fakt kojarzy¢ z mmnozeniem. Ale uklad szeregowo-kolumnowy, jest pod-
stawowym modelem mnozenia w ktérym w przekonujacy sposéb mozna
prezentowaé dziecku przemienno$é mnozenia, czyli wlasnosé, ze dla do-
wolnych liczb (naturalnych) a, b zachodzi réwnosé: a - b = b - a; liczenie
kostek czekolady w dowolnym polozeniu nie wplywa na zmiane liczby
tych kostek.

Przyktad prezentowany w zadaniu warto oméwié razem z dzieémi,
zwracajac uwage na liczebnos¢ kazdego rzadka i na sposéb opisu liczby
wykorzystanych kafelkéw. Naturalnym przedluzeniem takiego zadania
bedzie samodzielne budowanie uktadanki. Bedzie to wymagalo czasu,
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gdyz dzieci moga skupi¢ swojg uwage bardziej na ukladanym wzorze,
niz na liczbie kafelkéw. Ten fakt trzeba wyrézni¢ podczas omoéwienia
dzieciecych prac. Jednak to, co powinno by¢ najbardziej istotne to ma-
tematyczny opis sytuacji, wiodacy do konkluzji, w jaki sposéb poprzez
mnozenie zapisaé ile kafelkéw zostato zuzytych.

Ten model wykorzystujemy dla wyczulenia na przemiennos$¢ mnoze-
nia. Musi ona wybrzmie¢ nie przez to, ze (byé moze — przypadkowo!)
wynik mnozenia np. 3 - 4 jest taki sam jak dla mnozenia 4 - 3. Dlatego
proponujemy taka sytuacje, w ktérej dziecko jest przekonane, ze ogdlna
liczba elementéw biorgcy udzial w mnozeniu jest niezmienna, zmienia
sie jedynie reprezentacja ,czekoladowa”, raz jest opisana jako a - b,
a potem mozna jg opisaé jako b - a. W przyktadzie ponizej ma to sens
nastepujacy: uklad kafelkéw sie zmienil, powstal inny prostokat (jaki?
ile ma rzed6w i ile kolumn?) mimo tego, ze liczba kafelkéw nie ulegla
zmianie.

Przyjrzyj sie utozonym wzorom z kafelkéw. Na wykonanie ktérego wzoru potrzeba wiecej
kafelkow? J

0L Yo
Na pierwszy wzor potrzeba tyle:
3 razy po 4 kafelki 3-4 = 12.

Na drugi wzor potrzeba tyle:
4 razy po 3 kafelki: 4 - 3 = 12, czyli tyle samo .

Fot. 15. Budowanie intuicji przemiennosci mnozenia,

Sawicka, Swoboda, 2020a, s. 92

Zadanie 2. To zadanie jest ,dowodem poprzez pokaz”, ze mnozenie
jest przemienne. Dzieci koniecznie same musza sie o tym przekonaé,
uktadajac z tych samych kafelkéw prostokaty opisywane mnozeniem na
dwa rézne sposoby. OczywiScie szybciej jest po prostu opisa¢ prostokat,
przekreci¢ o 90 stopni i opisa¢ na nowo, ale warto da¢ dzieciom szanse
na samodzielne odkrycial

3. Co z tabliczka mnozenia?

W starych podrecznikach jest mowa o tzw. ,¢wiartkach” tablicz-
ki mnozenia. Pierwsza ¢wiartka obejmowata wyniki ograniczone warto-
$ciami czynnikéw nie wiekszych niz 5. Prowadzito to do sytuacji, ze
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najwicksza wartos¢ iloczynu wynosita 25. Druga ¢wiartka to wyniki,
w ktorych pierwszy czynnik nie jest wiekszy niz 5, a drugi czynnik zmie-
nia sie od 6 do 10. Stad najwieksza warto$¢ iloczynu to 50. Dodatkowo,
rozroznienie nazw dla czynnikéw na ,mnoznik” i ,mnozna”’ zaktadato,
ze o przemiennosci mnozenia na tym etapie nie bylo mowy. Przemien-
nos¢ mnozenia byla dyskutowana dopiero przy analizie trzeciej ¢wiartki
tabliczki mnozenia.

Poile?

e razy? [1]2]3[L]5]6]F]8]9]10
2| Im a 120
312 30
Fi 4 o
3 =125 50
6 60
1 7wl [10]
8 80
9 Al V] 90
10 I

1. Przerysuj tabelg i wypelnij pierwszq cwiartke.

Fot. 16. Podzial tabliczki mnozenia na ¢wiartki, Rusiecki, Schayer, 1967, s. 50

Nie jesteSmy przekonane co do sensownosci takich uporzadkowan
w uczeniu sie wartosci iloczynéw. W naszej propozycji zaczynamy od
mnozenia przez 10! Bazujemy przy tym na samym nazewnictwie (pieé-
dziesiat to pieé¢ dziesiatek. .. ), na wielokrotnie analizowanej budowie ta-
blicy 100 liczb, na przeliczaniu po 10, a nawet na budowie liczydetka
dziesigtkowego, na ktérym tatwo wyrdznié¢ pelne dziesigtki.

6 Ile pienigdzy jest na kazdym rysunku? Zapisz w zeszycie odpowiednie mnozenie.

e Ut6z banknoty do ¢wiczen do podanego mnozenia.

2410zt 5=102z1 7410izt 8102t '9-10zh '10:10iz1

@ Powiedz, gdzie jest najwiecej pieniedzy. Gdzie jest najmniej?

Fot. 17. Sawicka, Swoboda, 2021a, s. 69
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Kolejny etap, ktory pozwala na tatwe znajdowanie wynikéw, to mno-
zenie przez 2 (rozumiane jako dublowanie), a potem — mnozenie, w kté-
rym jeden z czynnikéw jest réwny 5 (na przyklad poprzez potowienie wy-
nikéw otrzymanych jako wynik mnozenia przez 10). Takie wyniki warto
znajdowaé i odczytywaé na wszystkich éwiartkach tabliczki mnozenia

<]1]2]3[4]s]6]7]8]0]m0]
1 1pels|«Pale[7]8]9 w0
2

e 30
44 40
5

6 I8 60
7|7 70
8|8 80
9]0 90
10 | 10 | 20] 30| 40 550 | 60 [ 70 [ 80 | 90 1

® Wyniki mnozenia dwoch liczb, z ktérych jedna wynosi 10.

® Wyniki mnozenia dwoch liczb, z ktérych jedna wynosi 5.

® Wyniki mnozenia dwéch liczb, z ktérych jedna wynosi 2.
Wyniki mnozenia dwéch liczb, z ktérych jedna wynosi 1.

Fot. 18. Sawicka, Swoboda, 2021b

Zwroémy uwage, ze weale nie oczekujemy jeszcze, ze dzieci beda pa-
mietaé¢ wyniki wszystkich iloczynéw, ktore sie do tej pory pojawity. Ta
tabela pokazuje, ze do nauki tabliczki mnozenia podchodzimy wybiérczo,
ze staramy sie znalezé takie Sciezki, ktore utatwia dzieciom postugiwa-
nie sie mnozeniem. Wciaz podkreslamy, ze w nauce matematyki najwaz-
niejsze jest widzenie zwigzkow, chociaz zapamietywanie faktéw tez ma
wielkie znacznie. Te dwa podejécia prezentujemy w tabeli.

Wizualne zaprezentowanie miejsca w tabeli — gdzie znajduja sie wy-
niki mnozenia przez 1, mnozenia przez 2, mnozenia przez 5 i mnozenia
przez 10 jest jednym z zabiegéw wskazujacym na te zwiazki. Zapropo-
nowane sg niektore pytania, ktére mozna postawié przy analizowaniu tej
tabeli. Takich pytan mozna zada¢ duzo wiecej, to mozna prébowaé robié
w klasie — dzieci same mogg tworzy¢ takie pytania. W ten sposob nie tyl-
ko ulatwiamy dzieciom nawigowanie po tabliczce mnozenia, wybidrcze
(w dobrym tego stowa znaczeniu) odczytywanie informacji, ale utrwa-
lamy takie wtlasnosci, jak przemiennosé mnozenia, tworzymy intuicje
rozkladu liczby na czynniki (40 to zaréwno 4 - 10 jak i 10 - 4 alei 5 - 8
i 8 - 5, a kiedy$ bedzie to 2 - 20 oraz 1 - 40, co wyczerpie wszystkie
mozliwosci z doktadnoscia do przemiennosci — dlaczego?).
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Inne wyniki dziecko moze samo obliczyé¢ (nie uczac si¢ ich na pa-
miec!), postugujac sie wyobrazeniem modelu pojemnikowego, a tak na-
prawde — stosujac w intuicyjny sposéb prawo rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania. Przyklad takiego zastosowania pokazuje zadanie
2.

@ Marcel i Marcin przygotowali kolorowe nakretki z liczba 3 do obliczania wynikéw dziatari
na mnozenie.

Mnozenie 6 - 3 moge pokaza¢ w taki sposob:

e coe e e

Marcel

Marcin stwierdzit, ze najpierw wykona mnozenie 4 * 3, potem 2 + 3 i doda do siebie
otrzymane wyniki

©0 0 © 00

® Przygotuijcie w klasie takie nakretki z liczbami. Przedstawcie na nich inne dziatania
na mnozenie i obliczcie wyniki

Fot. 19. Sawicka, Swoboda, 2021b

Tego typu manipulowanie nakretkami z zapisem liczby wielokrot-
nie sie sprawdzato! Nakretki czy kapsle, ktérymi mozna manipulowaé
(rozsuwaé, albo réznicowaé kolorystycznie) czynnosciowo prezentuja roz-
ktadanie jednego czynnika na dogodne mate grupki, tak, ze obliczenie
czynnikéw czastkowych staje sie wygodne. Nie ma potem problemu ze
zrozumieniem, ze dla otrzymania caloSciowego wyniki, te wyniki czast-
kowe trzeba dodaé¢ do siebie. Warto jednak podkreslié¢, ze pdki co nie
proponujemy formalnego zapisu prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania — bo i po co dziecku taka wiedza?

dJesli znam kilka wynikéw
mnozenia, to inne moge
tatwo policzyé.
Na przyktad 7- 5 policze
jako 5-51 jeszcze 2 5.

| Pokaze to na nakretkach.

Fot. 20. Sawicka, Swoboda, 2021b
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4. Co jeszcze przed nami?

Pojecie mnozenia jest trudne. Dlatego, realizujac zasade spiralnego
nauczania matematyki, wprowadzanie uczniéw w sens mnozenia warto
zaczaé od klasy I (a nawet wczedniej), niezaleznie od tego, ze podstawa
programowa sugeruje klase II. To, co zostalo zaproponowane w tym ar-
tykule, to wybrane fragmenty opracowania tego zagadnienia w trakcie
dwdch pierwszych lat nauki szkolnej. Podsumujmy.

e Do tej pory analizowane byly trzy modele mnozenia: pojemnikowy,
mnozenie jako zwielokrotnianie, aspekt czekoladowy (szeregowo-
kolumnowy). Kolejne modele czekaja....

e Trzeba zanalizowaé problem: 1 i 0 w mnozeniu.

e Prawa dzialan: przemienno$é, tacznosé, rozdzielnosé mnozenia wzgle-
dem dodawania.

e Poréwnywanie ilorazowe.
e No i pamieciowe zapamietanie wynikéw mnozenia.
e | jeszcze pare innych zagadnien....

Dlatego konieczne jest dalsze omoéwienie zagadnien zwiazanych
Z mnozeniem.
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Multiplication. How it was and how it could be
Summary

In primary education classes, the operation of multiplication is ge-
nerally introduced as ,abbreviated addition of equal terms”. Such ap-
proach is deeply rooted in Polish tradition, as it is evidenced by a short
review of school textbooks, since the beginning of the 20th century. We
consider this solution to be very bad, as in our opinion, it has various
negative consequences. One of them is the fact that in this approach it
seems natural to emphasize the mastery of the multiplication table by
heart, what should save from mistakes while adding many elements.

A much more important, negative consequence is the blockage in
further learning about the properties of multiplication (e.g. the law of
commutation, the associative law, multiplication by 1 and by 0), as
well as difficulties in using the concept when multiplying numbers other
than natural. Therefore, it is necessary to look for other methodological
solutions to introduce children into understanding what multiplication
is as an operation in any numerical set.
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