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Streszczenie

Przedmiotem pracy jest kostka szescienna do gry jako przyrzad losuja-
cy, kreujacy (dzieki szczegdlnemu rozkladowi oczek na jej Scianach) problemy
z rachunku prawdopodobienstwa i kombinatoryki, arytmetyki i nauki o funkcji,
logiki i teorii mnogosci, geometrii (euklidesowej i analitycznej) i algebry, teorii
ciagéw 1 statystyki matematycznej (chodzi nie tylko o zbieranie, porzadkowa-
nie i opracowywanie danych empirycznych, lecz takze o estymacje, weryfikacje
hipotez oraz o losowanie reprezentatywnej probki z populacji skoniczonej). Kost-
ka jest w tej pracy rekwizytem w grach ilustrujacych procesy podejmowania
decyzji w warunkach ryzyka, érodkiem matematyzacji w procesie stosowania
matematyki, elementem sktadowym wielu paradokséw i sztuczek (jako $rodek
matematycznej aktywizacji). Ponadto ilustruje wnioskowania przez analogie
i symetrie (a wiec ukazuje matematyke bez rachunkéw).

1. Wprowadzenie

Fuzje kombinatoryki, rachunku prawdopodobienstwa (zwanego pro-
babilistykq), statystyki matematycznej i statystyki opisowej nazywamy
stochastykq.

Praca dotyczy propedeutyki stochastyki. Te stochastyke rozumiemy
jako nowy, specyficzny i trudny (dla nauczyciela) dzial szkolnej matema-
tyki, a przede wszystkim jako Zrédlo (inspiracje) specyficznych aktywno-
$ci matematycznych nieznanych w nauczaniu arytmetyki, geometrii czy
nauki o funkcji. Praca dotyczy stochastycznego aspektu powszechnego
ksztalcenia matematycznego.

Problematyka pracy koncentruje sie wokot kostki szesciennej do gry.
Moéwimy o kostce, ktéra powstata z szeScianu przez rozmieszczenie na
jego $cianach oczek w liczbach od 1 do 6, ale tak, ze

na kazdych dwdch przeciwleglych Scianach jest lgcznie 7 oczek.
Kostke szeécienna, ktéra ma te wlasnos¢ wr, nazywamy klasyczng
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kostkg. Ta wlasnos¢ ws sprawia, ze wokdél kostki pojawia sie ciekawa
arytmetyka i logika, geometria i kombinatoryka, nauka o funkcji i nauka
o zbiorach, rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna.
Kostka moze na lekcji integrowaé¢ matematyke. Mowa tu o idei fuzjoni-
zmu (Plocki, 2005: 77). Kostka pojawia sie takze w tej pracy w proce-
sie stosowania matematyki, a $cislej w fazie matematyzacji, ktéra jest
pierwszym etapem tego procesu.

Rozwazania sa odpowiedzia na pytania: komu, w jakiej sytuacji
i do czego moga sie przydaé¢ dysputy o rzucaniu kostkami, a takze, jak
ciekawa i réznorodna matematyka pojawia sie przy analizowaniu tych
do$wiadczen losowych?

Autor zaklada, ze takie pytania stawia sobie dzi$ zaréwno nauczyciel
i uczen, jak i kazdy ciekawy Swiata czlowiek.

Spora cze$¢ rozwazan, przyktadow i zadan adresowana jest do ucznia,
czesé zas do nauczyciela, ktorego kompetencje w zakresie propedeuty-
ki stochastyki sa (nie z jego winy) raczej ubogie. Na studiach rachunek
prawdopodobienstwa jest prezentowany wylacznie jako gotowa teoria
aksjomatyczna oderwana od swych empirycznych Zrédel, metod i zasto-
sowafl.

Autor proponuje w pracy pozamatematyczne sytuacje problemowe
(np. co zrobié, gdy zginela ci kostka do gry, co, gdy do ciasta nie trafi
rodzynek, bo sie zablakal, ktérg z szyfrowych ktédek optaca sie kupié,
czy jest wiarygodna ocena z testowego sprawdzianu wiedzy?). W ich
kontekécie uczen sam formutuje sensowne pytania i zadania, przektada je
na jezyk matematyki i probuje zalezé (czasami dopiero odkry¢) narzedzia
ich rozwiazywania.

2. Stochastyczny aspekt powszechnego ksztalcenia
matematycznego

Ksztalcenie matematyczne obejmuje rozne aspekty matematyki (aryt-
metyczny, geometryczny, kombinatoryczny, mnogosciowy). W drugiej
potowie ubiegtego wieku edukacja szkolna staneta przed nowym zada-
niem wypracowania koncepcji stochastycznego ksztalcenia w ramach po-
wszechnej edukacji matematycznej. Osiagniecia w tym zakresie sa wy-
jatkowo skromne. W podrecznikach akcent potozony jest na rachunki
zwigzane z obliczaniem prawdopodobienstwa zdarzenia jako ilorazu mo-
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cy dwoch zbioréw. Rachunki prowadzone sa w oderwaniu od przestrzeni
probabilistycznej, a wiec w sensie merytorycznym aktualny szkolny ,ra-
chunek prawdopodobienstwa” nie jest w ogdéle rachunkiem prawdopodo-
bienstwa. Treé¢ i forma przykladéw i zadan sklania do raczej smutnych
refleks;ji.

WeZzmy pod uwage jedno zadanie (nadal) typowe dla aktualnych ujeé
szkolnego rachunku prawdopodobienstwa. !

Zadanie 1.

W celu wytonienia reprezentanta klasy liczacej 8 chlopcow
i 16 dziewczat wybieramy losowo 2 osoby, a nastepnie sposrod
nich losujemy jedna. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze
klase bedzie reprezentowaé chtopiec?

Wydaje sie, ze jest to sensowne, ,zyciowe” zadanie na obliczanie
prawdopodobienstwa. Dwie osoby ,wybieramy losowo”, jedna zas ,lo-
sujemy”. Sa to jakies czynnosci, ktérych znaczenia nie sprecyzowano.
Zwrot ,wybieramy losowo” jest bez watpienia bledem logicznym — to
oksymoron, czyli antylogia, albo epitet sprzeczny (Plocki, Nawolska, 2016:
213).

W przypadku ,losowania” nie wiadomo o jaka procedure chodzi
ijaki jest ,czas akcji” (wybieramy..., losujemy)? Czy ta czynno$é trwa,
czy juz sie odbylta, czy dopiero nastapi? W praktyce takie ,losowanie”
jednej z grona wielu oséb organizuje sie rozmaicie. Czasami robi sie to
za pomoca zapalek (por. przyklad 1.), kiedy indziej metodg marynarza
(Plocki 2011a: 19-20). W przypadku losowania zapalkami szanse kaz-
dej osoby na wylosowanie sg jednakowe. Méwimy, ze losowanie zapaltka-
mi jest sprawiedliwe. Oznacza to, ze model probabilistyczny tego loso-
wania jest klasyczna przestrzenia probabilistyczna. W losowaniu jednej
z szeSciu 0séb metodg marynarza szanse tych oséb nie sa réwne (Plocki
2011a: 109).

Niech A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. W rozwazanej dalej grze
(zob. przyktad 3.) bedzie losowana liczba ze zbioru A za pomoca dwoch
kostek. Wylosowana liczba to bedzie liczba oczek wyrzuconych dwiema

1Jest to zadanie z prébnej matury w Malopolsce w marcu 2000 r. (por. ,Gazeta
Bielska”, dodatek ,Gazety Wyborczej” z 31 marca 2000).
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kostkami. Odkryjemy a posteriori, ze pewne liczby maja w tym losowa-
niu wieksze, a inne mniejsze szanse. To losowanie nie jest sprawiedliwe.

Liczbe ze zbioru A mozna losowaé za pomocag urny, w ktorej jest
11 kul ponumerowanych od 2 do 12. Numer wylosowanej kuli z tej urny?
jest wylosowana liczba. To losowanie liczby jest sprawiedliwe. Nazwa
losowanie ma wiec rézne tresci (Plocki, Nawolska, 2016: 48). Nie jest to
nazwa jednoznaczna.

Zadania 1. nie da sie rozwigzac, brakuje bowiem informacji o proba-
bilistycznym modelu losowania. Rodza sie tu ponadto naturalne pytania:
Kto, w jakiej sytuacji i z jakiego powodu mogt sformutowaé to zadanie?
Jaka wiedze i jakie kompetencje z rachunku prawdopodobienstwa to za-
danie pozwala kontrolowaé i oceniaé (jest to wszak zadanie z matury)?

Cele ksztalcenia stochastycznego oraz przedmiot kontroli i oceny
kompetencji ucznia w zakresie stochastyki sa nadal aktualnymi proble-
mami dydaktyki matematyki (Plocki, 2005). Ciagle utrwalane sa bledy
poprzez forme i tresé:

e probleméw, ktorymi ksztaltujemy pojecia i intuicje stochastyczne;

e zadan, za pomoca ktérych sprawdzamy i oceniamy dzi$ stocha-
styczng wiedze naszych uczniow.

2.1. Dydaktyczne problemy ksztalcenia stochastycznego -
problematyka zadan i kostka a motywacje w ksztalceniu
stochastycznym

Prawdopodobienistwo zdarzenia jest w tej pracy zaprezentowane
w kontekscie procesu stosowania matematyki. Obliczane, a najczesciej
oceniane, szacowane w zadaniach prawdopodobienstwa dotycza zdarzen
zwiazanych z rzutem kostkami, ale — dzieki pewnym stochastycznym
analogiom — sg to zarazem zdarzenia zwigzane z:

e podejmowaniem decyzji w warunkach niepewnoéci lub ryzyka;
e oceng szans na zwyciestwo w grze losowej;

e oceny ryzyka, ze ztodziej otworzy szyfrowa ktdédke z czterema gal-
kami (zob. rysunek 16.); to ryzyko jest réwnoczesnie szansa na traf-
ne obstawianie wyniku czterokrotnego rzutu kostka w pewnej grze;

2Urna i losowanie kuli z urny sa juz w matematyce okreslone jednoznacznie.
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rozstrzyganiem wiarygodnosci pozytywnej oceny z testowego spraw-
dzianu wiedzy, na ktérym uczen ma do kazdego z n pytan wskazaé
wérod szesciu dotaczonych odpowiedzi te, ktéra jest wlasciwa;

rozstrzyganiem, czy dany fakt jest rezultatem wiedzy, talentu, pew-
nych zdolnosci, czy tez zgadywania (a wiec przypadku);

szacowaniem pewnych wielko$ci na podstawie danych statystycz-
nych;

weryfikacja pewnych hipotez, a takze

organizacja losowania reprezentatywnej probki z populacji skon-
CZOnej.

Praca dotyczy obecnosci kostki sze$ciennej wokdél nas oraz mate-

matyki kreowanej przez te kostke. Mamy na uwadze ,matematyke dla
kazdego”, w tym takze dzieciecg matematyke.

W pracy formutujemy odpowiedzi na (wazne dla nauczyciela) pyta-
nia:

1. Jak inspirowaé i jak motywowaé¢ odkrywanie na lekcji matematyki

podstawowych pojeé rachunku prawdopodobienstwa?

. Jak ksztaltowaé te pojecia jako nowe, bardzo specyficzne (ale ma-

tematyczne!) narzedzia rozwiazywania konkretnych probleméw?

. Jak wprowadza¢ ucznia w metodologie stochastyki, a wiec jak

oswajaé¢ go ze specyficznymi wnioskowaniami stochastycznymi?

Jak uzasadnia¢ wiarygodnos$é tych wnioskowan?

5. Jak na lekcji organizowa¢ matematyczne odkrycie (chodzi o tresé

aktywnosci matematyczne®.

i forme przyktadéw i zadan), jakie kreowaé¢ matematyczne aktyw-
nosci i w jaki sposéb?

. Jak wykorzysta¢ te aktywnoséci do ksztalcenia matematycznego

oraz do ksztalcenia przez matematyke?

Stochastyka inspiruje rozmaite, w tym specyficzne tylko dla niej,

3

W podrecznikach sa to w zasadzie jedynie rachunki i (w skromnym zakresie)
dedukcja.
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Sa to, na przykiad:

e refleksja a posteriori (jak na gruncie matematyki wyjasnié to, ze
praktycznie w kazdej grupie dwunastu przypadkiem spotkanych
0s6b sa dwie urodzone pod tym samym znakiem zodiaku?);

e wnioskowania przez specyficznej natury analogie i symetrie (loso-
wanie zapalkami jednej z grona sze$ciu oséb jako symulacja rzutu
kostka, por. przyklady 1.1 2.);

e matematyzowanie sytuacji pozamatematycznych (jesli uczen nic
nie umie z materialu objetego testowym sprawdzianem wiedzy,
o ktéorym wspomina sie wyzej, to wypelnianie tego testu jest
n-krotnym rzutem kostka);

e zbieranie danych statystycznych i ich porzadkowanie $rodkami sta-
tystyki opisowej (te opracowane dane sa podstawa estymacji i we-
ryfikacji hipotez).

Whioskowania oparte na tych danych sa wiarygodne tylko wtedy, gdy
procedura ich zbierania spelnia pewne warunki (losowanie jest ,sprawie-
dliwe”).

W pracy wykorzystujemy kostke do pokazania, co, jak i dlaczego sie
matematyzuje w stochastyce.

2.2. Realny $wiat i konkretna czynnoSs¢ w propedeutyce
stochastyki a kostka do gry

Swiat przypadku jest §wiatem specyficznych czynnosci i to zaréw-
no pomyslanych, jak i realnych. Konkretne czynnosci i ich wyniki (jako
dane statystyczne) odgrywaja szczegélna role w matematycznej aktywi-
zacji. Dane statystyczne moga by¢ stadium matematycznego myslenia.
Zbieranie i opracowywanie danych statystycznych polega w istocie na
wielokrotnym losowaniu elementu ze zbioru i jest konkretna czynnoécia,
spelniajaca odpowiednie warunki. Okreslanie procedur takiego losowa-
nia jest tez aktywno$cig matematyczng. Zwrot ,Josowanie” ma rozmaity
sens.

Na lekcji geometrii uczen zgina papierowy model rombu wzdtuz jego
»przekatnych”, aby odkry¢, ze przecinajq sie one pod kgtem prostym
i ze ten punkt przeciecia dzieli kaidg z tych przekgtnych na polowy.
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Ten obiekt (,romb” wyciety z papieru) i wykonywane na nim czyn-
nosci (zginanie) nie naleza do $wiata matematyki, ale odkrywane fakty
sa wlasnosciami rombu jako (juz) obiektu $wiata matematycznej abs-
trakcji. Geometryczne pojecia w matematyce dzieciecej sa prezentowane
w $cistym powiazaniu z ich realnymi modelami i z konkretnymi czynno-
Sciami.

W tej pracy bedziemy ogladaé, obracaé, przewracaé, przesuwaé, od-
wracacé, a nawet konstruowaé realne kostki. I konkretnymi kostkami be-
dziemy rzucac¢. Ale wnioski, jakie sformutujemy, odnosié¢ sie beda do ma-
tematycznych modeli tych rzutéw, a wiec do rzutéw kostkami, o ktérych
moéwi matematyk. Ta praca jest poswiecona roli konkretnych czynnosci
i realnych obiektéw w matematycznej aktywizacji dziecka przy wprowa-
dzaniu go w ,$wiat przypadku”.

Wyrézniamy tu:

e konkretne czynnosci, ktére bedziemy na lekcji wykonywaé, a wiec:
rzuty kostkami, tasowanie i rozkladanie na stole kart przy ukla-
daniu pasjansa, losowanie za pomocg rulety lub ruletki, losowanie
jednej z grona wielu oséb za pomoca zapalek (zob. przyktad 1.)
lub metodg marynarza, losowanie za pomoca papierowych losow,
kto komu przygotuje w klasie mikotajkowy upominek, oraz

e czynnosci pomyslane, ktére bedziemy jedynie opisywaé, a wiec:
losowe rozmieszczanie kul w szufladach, mieszanie i dzielenie na
kawalki ciasta z rodzynkami — chodzi tu o jezyk, w ktérym formu-
hujemy te czynnosci.

Moéwimy tu o enaktywnych formach prezentacji tresci stochastycz-
nych (por. zasada prefiguracji Brunera, Plocki, 2005; s. 75).

3. Kostka do gry i matematyka inspirowana kostka

W matematycznej edukacji dzieci kostka sze$cienna, a zwtaszcza jej
matematyczne osobliwo$ci wynikajace z witasnosci w7, sa dzi§ prawie
nieobecne.

3.1. Rzut kostka i jego model probabilistyczny
W pracy moéwimy o:

e konkretnej kostce, ktéra uczen zna jako rekwizyt w wielu grach;
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e kostce symetrycznej, ktora istnieje tylko w $wiecie matematycznej
abstrakcji.

Rzut konkretng kostka jest realnym do$wiadczeniem losowym — rzut
symetryczna kostka to jest doswiadczenie losowe pomyslane (Feller, 1987).

Rzucajac kostka, obserwujemy liczbe oczek na jej gornej $cianie po
upadku. O tej liczbie oczek méwimy, ze wypadia, albo ze zostala wyrzu-
cona. Wynikiem rzutu kostka jest liczba wyrzuconych oczek. Mozliwe
wyniki tworza zbiér Q = {1,2,3,4,5,6}. Przed rzutem nie da sie jedno-
znacznie przewidzied, ile wypadnie oczek. Ale dla kazdego wyniku da sie
okresli¢ a priori prawdopodobienstwo (szanse na to), ze rzut zakonczy
sie tym wynikiem, gdy rzucimy kostka za chwile, jutro czy za miesiac.
Wszystkie te wyniki sg jednakowo prawdopodobne. Jesli p jest funkcja,
ktoéra kazdemu wynikowi rzutu kostka przypisuje jego prawdopodobien-
stwo, to

p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = -
Para (€, p) jest modelem rzutu kostka. Jako obiekt matematyki ta
para (€2, p) jest przestrzenia probabilistyczna (Plocki, 2011a).

Zadanie 2.
7 grona 6 oséb trzeba wylosowaé jedna, ale tak, by kazda
miala réwne szanse (to losowanie ma by¢ sprawiedliwe). Jak
to zrobié¢ za pomocy kostki?

Przyklad 1. [LOSOWANIE ZAPALKAMI JEDNEJ Z 6 0SOB] Aby wylosowaé
jedna z grona szesciu os6b: Asi, Basi, Cesi, Danki, Edka i Franka, wzieto
6 zapalek i jednej odtamano gtéwke. Te zapaltki trzyma w dtoni Grzesiek
i to tak, ze sa zakryte te konce, w ktorych jest lub byla gtéwka. Sa
one z wygladu identyczne, nie widaé¢ wiec, ktéra z trzymanych w dloni
zapatek jest ta z usunieta gtéwka. Ustalono, ze dzieci beda podchodzié¢ do
Grzeska wedlug kolejnosci alfabetycznej swoich imion. Kazdy wyciagnie
zapatke z jego dloni. Wylosowanym bedzie ten, kto wyciagnie zapatke
bez gtéwki.

W ksiazce (Plocki 2011a: s. 81) dowodzi sie, ze dla kazdej z oséb
w kolejce do wyciggania zapaltki prawdopodobienstwo, ze trafi ona na
zapatke bez gtéwki jest jednakowe i jest rowne %. W takim losowaniu
kazda z szeSciu oséb ma réwne szanse. To losowanie zapatkami jest spra-
wiedliwe.
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Przyklad 2.[KOSTKE MOZNA ZROBIC Z SZESCIU ZAPALEK| Z przykladu 1.
wynika, ze rzut kostka mozna symulowaé¢ za pomoca szeSciu zapalek,
z ktérych jedna jest bez gtowki. Wystarczy wymieszaé te zapalki i wziaé
w dlon tak, ze widoczne sa te konce, w ktérych nie ma (i nie bylo)
gltowki. Teraz wystarczy, aby kto$ wyciagal (a wiec losowal) z dloni po
jednej zapatce tak dtugo, az trafi na zapaltke bez gléwki. Liczba wyjetych
zapatek w takim losowaniu moze by¢ interpretowana jako liczba oczek
uzyskanych w rzucie kostka.

Niezwykle ciekawa i bogata matematyka kostki jest logiczna konse-
kwencja dwoch prostych faktow.

‘Jest 6 wynikéw rzutu kostka, wszystkie sa jednakowo prawdopodobne. ‘

‘N a kazdych dwdéch przeciwleglych Scianach kostki jest tacznie 7 oczek. ‘

3.2. Stochastyka kostki i proces podejmowania decyzji

Przyklad 3. [TOTO-LOTEK Z DWIEMA KOSTKAMI| Kazdego z uczniéw
zapraszam na lekcji do gry?*. Za chwile (jako prowadzacy lekcje) rzu-
ce na stél dwie jednakowe (duze) kostki, ale zanim to sie stanie, kazdy
uczen stawia na to, jaka bedzie liczba tacznie wyrzuconych oczek. Uczen
wygra punkt, jedli typowanie okaze sie trafne.

Najpierw kazdy z uczniéw rzuca swoimi dwiema (maltymi) kostkami
i zlicza oczka na gérnych Scianach lezacych kostek (oblicza sume dwbdch
liczb). Nastepnie kilka razy powtarzamy gre (dwiema kostkami rzuca
prowadzacy, a wczesniej uczniowie obstawiaja sume). Dzieci oswajaja
sie z regulaminem gry. Przed nami odkrywanie podobienstwa tej gry
i TOTO-LOTKA, a takze dyskusja, czy wielko§é rzucanych kostek ma tu

znaczenie®.

Na poczatku gry kazdy z uczniéw podejmuje decyzje co do obstawia-
nej liczby. Rozstrzygamy, ze jest 11 dopuszczalnych decyzji. Stawianie
na liczbe mozna realizowaé, skreslajac ja w ponizszej tabeli.

2131456 |7|8]9]10]|11 |12

*W domu dzieci (przy pomocy rodzicéw) zapoznaly sie z regulaminem TOTO
-LOTKA (LOTTO) i przynosza na lekcje dwie jednakowe kostki.
SKostki nauczyciela sa duze, zeby cala klasa widziala co sie dzieje na stole.
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W grze stawia si¢ na wynik pewnego doswiadczenia losowego. Liczba
oczek wyrzuconych dwiema kostkami stanowi wylosowana liczbe. Jest
to gra losowa, ktéra przypomina TOTO-LOTKA. Debatujemy teraz nad
analogiami miedzy nasza gra a TOTO-LOTKIEM. Tabela, w ktorej skresla
sie obstawiana liczbe, przypomina kupon do gry. I ten szczegét jest dla
dzieci najwazniejszym faktem przemawiajacym za podobienstwem tej
gry i TOTO-LOTKA. Zauwazamy, jak wazny jest tu czas. Najpierw trzeba
,wypelnié¢ kupon”, potem nastepuje ,losowanie liczby” (rzut kostkami),
a potem rozdaje sie wygrane punkty. Analogiczne procedury pojawiaja
sie w TOTO-LOTKU, tylko zamiast punktu wygrywa si¢ tam pieniadze.
Odkrywanie wspomnianych analogii réwniez zalicza si¢ do aktywnosci
matematycznych.

W TOTO-LOTKU gracz stawia na wynik losowania 6 liczb z 49. Wszyst-
kie wyniki tego losowania sg jednakowo prawdopodobne, jest wiec obo-
jetne, na ktéry z nich sie postawi®. Wyniki, na ktére mozna stawiaé
w naszej grze, nie sa jednakowo prawdopodobne. Te ich ,stochastyczna
wtasnosé¢” odkryjemy na lekcji za pomocg zebranych danych empirycz-
nych.

Wyniki bardzo wielu powtérzen rzutu dwiema jednakowymi (ale re-
alnymi) kostkami stana sie na lekcji podstawa do formutowania pewnych
wnioskéw na temat modelu probabilistycznego rzutu dwiema kostkami.

Kazdy uczen powtarza rzut swoimi dwiema kostkami 10 razy i po
kazdym rzucie stawia w tabeli kreske pod ta liczba, ktéra tacznie wypa-
dta na dwdéch kostkach.

213456 7|8|9]|10| 11|12

Zliczamy kreski w poszczegdlnych kolumnach i dane od wszystkich
uczniéw opracowujemy (nanosimy) w podobnej tabeli zbiorczej.

Oszacowaniem prawdopodobienstwa, ze co$ zdarzy sie w (blizszej
lub dalszej) przysziosci, jest czestosé, z jaka to cos zdarzalo sie w prze-
sztoci. Znéw czas odgrywa w tych wnioskowaniach wazng role. Sa to

5Jeden z uczniéw stwierdza, ze szanse najgorszego z matematyki ucznia na gtéw-
na wygrana w TOTO-LOTKU sa takie same jak szanse nauczyciela (jesli tylko obaj
poprawnie wypelnili kupon, skreslajac na nim 6 liczb z 49).
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wnioskowania a posteriori, w stochastyce takie szacowanie nazywa sie
estymacjq.

Niektore z liczb wyrzuconych oczek uznajemy za mato prawdopodob-
ne (bo wypadaly rzadko), inne za bardziej prawdopodobne (bo wypadaty
czesciej) lub za mniej prawdopodobne (bo wypadaly rzadziej). Sume 7
uznajemy za najbardziej prawdopodobng (bo wypadala najczesciej). Mo6-
wimy tu jedynie o jakosciowych ocenach prawdopodobienstwa wynikéw
rzutu dwiema kostkami.

Z pewnych faktow z przesztosci wynikaja okreslone wnioski na temat
przysztosci. Jedli planujemy za chwile rzuci¢ dwiema kostkami, to:

e najbardziej prawdopodobne jest, ze wypadnie tacznie 7 oczek;

e wyrzucenie 2 albo 12 oczek jest mato prawdopodobne;

e wyrzucenie 5 oczek jest bardziej prawdopodobne niz 2 itd.

To sa pewne, odkryte a posteriori, wltasnosci matematycznego mode-
lu rzutu dwiema jednakowymi kostkami. Teraz pora na faze interpretacji.
Chodzi o wnioski na temat decyzji co do obstawianej sumy. Najbardziej
optaca sie postawié na liczbe 7. Nie warto stawia¢ na sume 2, nie warto
stawia¢ na sume 12. Bardziej niz na sume 2 optaca sie stawia¢ na sume 5.

W naszej grze, ktéra nazywamy TOTO-LOTKIEM Z DWIEMA KOST-
KAMI, istnieja decyzje lepsze i gorsze, istnieje decyzja najlepsza, czyli
optymalna (stawiam na 7 oczek). I to w istotny sposéb odréznia nasza
gre od TOTO-LOTKA.

Prawdopodobienstwo (ale w ocenie jako$ciowej) stalo sie na tej lek-
c¢ji narzedziem wytaniania optymalnej decyzji. To prawdopodobienstwo
ukazaliSmy w aspekcie czesto$ciowym, czyli statystycznym. Dalej wspo-
mnimy o aspekcie miarowym prawdopodobienstwa, czyli geometrycz-
nym.

W ponizszej tabeli pod liczba oczek wpisano prawdopodobienstwo
uzyskania tej liczby w rzucie dwiema kostkami:

21314156 | 7|89 ]10]11]|12

L1213 45|65 1432 )1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Ta tabela prezentuje model probabilistyczny rzutu dwiema kostkami
ijest ,bankiem informacji” o tym rzucie, czyli o naszym losowaniu liczby
(Plocki, 2005: 393-394).
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Sa w niej informacje o tym:

e jakie moga by¢ wylosowane liczby (a wiec na co mozna stawiaé
w grze);

e jakie sg szanse tych liczb w losowaniu (na co warto stawiac).

Przyklad 4. [TOTO-LOTEK W JEDNA KOSTKA] Rozwazmy prostsza wersje
gry typu TOTO-LOTKA. W grze stawia sie na wynik rzutu jedna kostka
i wygrywa punkt, jedli typowanie okaze si¢ trafne. Teraz istnieje 6 de-
cyzji co do obstawianej liczby. Obstawié liczbe, to znaczy skredli¢ ja na
kuponie.

112134516

Te liczby (jako wyniki rzutu kostka) sa jednakowo prawdopodobne,
a zatem jest obojetne, na ktéra liczbe sie postawi. W tej grze — podobnie
jak w TOTO-LOTKU — nie ma optymalnej decyzji.

3.3. Wlasno$é¢ wy; — refleksja a posteriori i matematyczne
odkrycie

Za chwile rzucimy kostka. Liczba oczek na gérnej Scianie kostki po jej
upadku jest wielkoscia (zmienna) losowa. Liczba oczek na dolnej $cianie
kostki po jej upadku jest takze zmienna losowa. Wydaje sie oczywistym,
ze suma liczb oczek na czterech bocznych Scianach kostki po jej upadku
jest takze zmienna losows.

Odkrycie (dla ucznia raczej nieznanego i nieoczekiwanego) faktu, ze
suma liczb oczek na czterech bocznych $cianach rzuconej kostki nie jest
zmienna losowa, a takze odkrycie wlasnosci w7, moze by¢ na lekcji in-
spirowane matematyczna refleksja i to potaczona z doza emocji, dzieki
prostym turniejom.

Turniej 1. Kazdy uczen stawia wieze z trzech kostek i zwycieza ten, kto
na bokach swojej wiezy ma najwiecej oczek. Zwyciezcy nie mozna wy-
tonié.

Turniej 2. Kazdy uczen rzuca kostka, a zwycieza ten, kto na bocznych
$cianach lezacej kostki ma najwiecej oczek. Zwyciezcy nie daje sie wy-
tonié.

Turniej 3. Zwyciezy ten uczen, ktéoremu uda sie tak utozyé na stole
kostke, ze na bocznych Scianach bedzie mial najwiecej oczek. Jest 6
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mozliwych utozen kostki na stole i w kazdym jest na czterech bocznych
$cianach 14 oczek.
Tak rodza sie pytania:

e Dlaczego kazda wieza ma na bocznych $cianach tyle samo oczek?
e Dlaczego kazdy rzut kostka w turnieju 2. konczy sie sumg 147
e Jak to wyttumaczyé na gruncie matematyki?

Mowa tu o refleksji a posteriori (Plocki, 2005: 264).

W turnieju 2. suma liczb oczek na czterech bocznych Scianach kost-
ki nie zalezy od przypadku (nie jest zmienng losowa) i wynosi 14, bo
4 boczne Sciany kostki tworza dwie pary Scian przeciwlegltych, a na ta-
kich dwdch $cianach jest lacznie 7 oczek (wlasnosé wy). Liczba oczek na
bocznych Scianach wiezy nie zalezy od utozenia kostek i jest iloczynem
liczby kondygnacji i liczby 14.

Podobna refleksje i odkrycie wlasnosci wr kreuje sztuczka z kostka.
Przyktad 5. Kazdy uczen ma na lekcji swoja kostke oraz mata kartke.
Na znak

e rzuca swoja kostka i zapamietuje liczbe wyrzuconych oczek (licz-
ba 81),

e odwraca lezaca kostke i do liczby s; dodaje liczbe oczek na gornej
Scianie odwréconej kostki (tak powstaje suma s3),

e znéw rzuca ta kostka i do ostatniej sumy dodaje liczbe wyrzuco-
nych oczek (suma s3),

e ostatnig sume s3 uczen zapisuje na swojej kartce i kartke odwraca.
Jako prowadzacy lekcje podchodze do kazdego z uczniéw, rzucam
jego kostka, zamyslam sie i wpisuje na odwréconej kartce pewna liczbe.
Teraz kazdy z uczniéw konstatuje, ze na obu stronach swej kartki sa te
same liczby. Wywotane tym faktem zaskoczenie rodzi pytania:
e Jak to mozliwe, Zze nasz pan umie odgadywaé te liczby? Jak to
wyttumaczy¢?

Zauwaz, ze S9 jest suma liczb oczek na dwdch przeciwleglych écianach
kostki, zatem so = 7, a s3 jest sumg tej liczby 7 i liczby oczek wyrzu-
conych w drugim rzucie, a te liczbe nauczyciel poznaje, podchodzac do
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stolu. Odgadywana liczba s3 jest wiec suma liczby oczek na gornej $cia-
nie lezacej kostki i liczby 7. Samo rzucanie kostka przez prowadzacego
i zaduma nad wynikiem tego rzutu maja stwarzaé pozory tajemniczosci.
Istotna jest tu wlasno$é ws.

3.4. Tworzenie papierowej kostki z siatki szeScianu moze by¢
aktywnosciag (takze) matematyczna

Na lekcji bedziemy postugiwaé sie gotowymi, plastikowymi kostkami,
ale wazng role w matematycznej edukacji moze pelnié¢ tworzenie przez
ucznia swojej kostki z papierowej siatki szeScianu (rysunek 1.). I chodzi
tu nie tyle o samg kostke, ile o aktywnosci zwiazane z jej tworzeniem.

] l I I I
-] [ ] |
L L |

Rys. 1. Siatka szedcianu

Mamy tu na uwadze takie konkretne czynnosci, jak:

e tworzenie papierowej siatki szedcianu wraz z zakladkami potrzeb-
nymi do sklejenia szescianu (wzdluz ktérych odcinkéw tej siatki
muszg one by¢?);

e rozmieszczanie oczek w kwadratach tej siatki (przed jej zginaniem
i sklejeniem) tak, by po sklejeniu powstata klasyczna kostka.

R

3

Rys. 2. Siatka kostki

W przypadku gotowej, ale jeszcze niewycietej siatki, aktywnoscia ma-
tematyczna jest weryfikacja, czy kostka sklejona (za chwile) z tej siatki
bedzie klasyczna kostka. Nanoszenie oczek na siatke szeScianu przed jej
sklejeniem jest inng aktywno$cia matematyczna.
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Zadanie 3.

W kazdej z jedenastu siatek szeScianu na rysunku 1 wybierz
jeden kwadrat i zaznacz w nim oczko. Rozmie$¢ pozostate
liczby oczek w kwadratach siatki, aby po jej sklejeniu po-
wstala kostka majaca wlasnosé wr.

|T_.

Rys. 3. Cztery niedokonczone siatki kostki

Zadanie 4.

Na rysunku 3. mamy cztery siatki szeScianu. W niektoérych
kwadratach kazdej z tych siatek znajdujg sie oczka. Zapeln
oczkami puste kwadraty kazdej siatki ale tak, aby po jej skle-
jeniu powstata kostka klasyczna. Ktére $ciany na kostce (po
sklejeniu jej z danej siatki) beda sasiednie dla $ciany z czte-
rema oczkami, a ktére przeciwlegle?

Zadanie 5.

Na stole lezy kostka K. Na jej przedniej Scianie jest 6 oczek,
na gornej jedno, na prawej bocznej zas sa 4 oczka. Na rysun-
ku 4. mamy cztery siatki kostki. Ktére z nich nie sa siatka
kostki K i dlaczego?

. T

E b) —ic) =1 d)

Rys. 4. Siatki czterech kostek szesciennych

%
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Sciany kostki Ko z jednym oczkiem i z sze$cioma (jako $ciany przednia
i gbrna) sa Scianami sgsiednimi. Kostka Ky nie mogla zatem powstaé
ani z siatki na rysunku 4a), ani z siatki na rysunku 4c), ani na rysunku
4d), bo na kostkach powstalych z tych siatek Sciany z 1 i z 6 oczkami sa
przeciwlegle. Siatka kostki Ky moze by¢ siatka na rysunku 4b), ale nie
musi.

3.5. Kostka szeScienna a arytmetyka i logika

[IMPLIKACJA JAKO WYNIKANIE| Jesli p i ¢ sa zdaniami w sensie logicz-
nym, to zdaniem w sensie logicznym jest implikacja p = ¢ (jezeli p,
to q). Jedli oba zdania p i ¢ sa prawdziwe, to wtedy prawdziwe jest réw-
niez zdanie p = ¢q. Te implikacje prawdziwa traktuje sie mylnie jako
wynikanie, stwierdzajac, ze ze zdania p wynika zdanie q.

Kazde wynikanie jest implikacja prawdziwa, ale nie na odwrét. Jesli
p jest zdaniem Zywiec lezy nad Solg, q za$ jest zdaniem Srodek okregu
nie lezy na tym okregu, to implikacja p = q jest zdaniem prawdziwym,
bo oba zdania p i ¢ sa prawdziwe. Ale z faktu, ze Zywiec lezy nad Solg,
nie wynika, ze $rodek okregu nie lezy na tym okregu. W tej implikacji
miedzy jej poprzednikiem a nastepnikiem nie ma stosunku wynikania,
bo nie ma miedzy nimi wiezi tresciowej (Plocki, Nawolska, 2016: 106).

[LOGIKA KOSTKI| Trzy $ciany kostki moga mieé wspdlny wierzcholek.
Moéwmy, ze takie trzy Sciany kostki schodzg sie w tym wierzcholku. Dwie
$ciany kostki, ktére maja wspdlng krawedz, nazywamy sgsiednimi. Scia-
ny, ktére nie maja wspdlnej krawedzi sa to sciany przeciwlegle.
7 wlasnosci szescianu wynika, ze:
1. wéréd kazdych trzech $cian kostki sg dwie $ciany sasiednie;
2. jesli trzy Sciany kostki schodza sie w jednym wierzchotku, to zadne
dwie spoérdd nich nie sg przeciwlegle;
3. jesli wérod trzech Scian kostki sg dwie przeciwlegle, to te trzy Scia-
ny nie moga sie schodzi¢ w jednym wierzchotku;

4. jedli trzy Sciany kostki schodza sie w jednym wierzchotku, to trzy
pozostate tez schodzg sie w jednym wierzcholtku;

5. jesli trzy Sciany kostki schodza sie w jednym wierzchotku i jedna
z nich zastapimy Sciang do niej przeciwlegla, to te trzy $ciany tak-
ze schodza sie w jednym wierzchotku.
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Przyktad 6. Na rysunku 5. mamy fragmenty pieciu siatek kostki, kazdy
obejmuje trzy Sciany kostki schodzace si¢ w jednym wierzchotku. Ktére
z tych fragmentéw moga, a ktore nie moga by¢ czescia siatki klasycznej
kostki?
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Rys. 5. Fragmenty pieciu siatek kostki szesciennej

Rysunek 5a moze, ale nie musi by¢ fragmentem siatki klasycznej
kostki. Uzasadnienie tego prezentuje rysunek 6.
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a) b)
Rys. 6. Siatki dwoch réznych kostek

W przypadku fragmentu z rysunku 5b) na trzech Scianach schodza-
cych sie w jednym wierzcholku sg liczby 2, 3 i 4. Zeby kostka miala
wlasnosé wy, jej Sciany z liczbami oczek 3 i 4 musza by¢ przeciwlegte,
a one takie nie sg, bo schodzg sie w jednym wierzchotku. Tego fragmen-
tu siatki nie da sie uzupelni¢ tak, aby kostka sklejona z tej siatki miata
wlasnoséé wry.

Ostatnie argumentacje opieraja sie na twierdzeniu:

* Jezeli wérdd trzech Scian schodzgeych sie w jednym wierzcholku kostki
sq dwie, na ktorych jest lgcznie 7 oczek, to ta kostka nie jest klasyczna.

Niech S; oznacza Sciane z jednym oczkiem, S — Sciane z dwoma
oczkami, S3 — Sciane z trzema oczkami itd., Sg — $ciane z szeScioma
oczkami.

Zadanie 6.

Na trzech bocznych $cianach lezacej na stole kostki sa 3
oczka, 2 oczka i jedno. Czy moze to by¢ klasyczna kostka?
Dlaczego?
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Przyklad 7. [WLASNOSC w7 A SCIANY Z 1,2 1 3 oCczKAMI| Zalézmy, ze
na kazdych dwdéch przeciwlegtych écianach kostki K jest tacznie 7 oczek.
Rozwazmy trzy Sciany Sp, So i S3. Wsrdd tych $cian sa dwie sasiednie.
Zalézmy, ze sa to Sciany S7 i Se (gdyby byly to éciany S; i S3 albo
Sy 1 S5, to rozumowanie bedzie analogiczne). Zbadajmy, jaka moze by¢
trzecia $ciana schodzaca sie¢ w jednym wierzchotku ze Scianami S; i Ss.

1. Nie moze to by¢ Sciana Sg, bo jest przeciwlegla do Sciany S,
a wsrod trzech $cian schodzacych sie w jednym wierzchotku nie
ma dwoch przeciwleglych.

2. 7 tych samych powod6éw nie moze to by¢ Sciana Ss, bo jest prze-

ciwlegta do Sciany S5.

W rachube wchodzg zatem tylko dwie Sciany: Ss i Sy. Jesli jest to
Sciana Sy, to do niej przeciwlegla (jest to Sciana S3) tez schodzi sie
w jednym wierzchotku ze Scianami S7 1 S3. W obu przypadkach Sciany
z jednym, dwoma i trzema oczkami schodza si¢ w jednym wierzchotku.
Wykazalismy zatem, ze:

* Jesli na kazdych dwdch przeciwleglych Scianach kostki jest lgcznie T
oczek, to $ciany z liczbami oczek 1,2 4 3 schodzq sie w jednym wierzchol-

ku.

Zadanie 7.
Narysuj siatke takiej kostki, ktorej Sciany z liczbami oczek 1,
2 i 3 nie schodza sie w jednym wierzchotkiu. Czy ta kostka
moze by¢ klasyczna?

Zauwaz, ze z prawdziwosci ostatniej implikacji wynika prawdziwos$é
jej kontrapozycji, czyli implikacji:
* Jezeli Sciany z liczbami oczek 1, 2 i 3 na kostce nie schodzq sie w jed-
nym wierzcholku, to taka kostka nie ma wiasnosci wy.

Zadanie 8.
Udowodnij, ze prawdziwa jest implikacja:
* Jezeli kostka ma wlasno$é wy, to Sciany z liczbami oczek
4,5 1 6 schodzqg sie w jednym wierzchotku.
Czy jest prawdziwa implikacja odwrotna? Co ma do tego
pytania rysunek 7.
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Rys. 7. Siatka kostki, ktéra nie ma wlasnosci wy

3.6. Liczby oczek na trzech $cianach kostki schodzacych sie
w jednym wierzchotku i nauka o funkcji

Przypiszmy kazdemu wierzchotkowi kostki K sume liczb oczek na
trzech Scianach schodzacych sie¢ w tym wierzchotku. Na zbiorze odmiu
wierzchotkéw kostki K okreslamy tym samym pewng funkcje fx.

Jezeli w jednym wierzchotku kostki K schodza sie sciany z 1, 21 3
oczkami, to wartoscig funkcji fx jest suma 1+ 2 + 3, czyli liczba 6 jest
wtedy najmniejsza wartoscia (czyli minimum) funkcji fx-.

Jedli w jednym wierzchotku kostki K schodza sie $ciany z 4, 51 6
oczkami, to wartoécia funkcji fx jest suma 4 4+ 5+ 6, czyli liczba 15 jest
wtedy najwieksza wartoscia (czyli maksimum) funkcji fx.

7Z logiki oraz dotychczasowych rozwazan o kostce wynika zatem, ze:

* Jesli kostka K ma wlasnos$é wr, to liczby 6 i 15 sq wartoSciami funkcji
e

* Jesli 6 lub 15 nie jest wartosciq funkcji fx, to kostka nie ma wlasnosci
wr.

Zadanie 9.

Twoja kostka jest klasyczna. Ktore liczby ze zbioru {6,7,...,14,15}
sa wartosciami funkcji fx dla twojej kostki K7

Jest 8 wierzchotkéw kostki i kazdy jest wspdélny dla pewnych trzech
jej Scian. Dla kazdego wierzchotka kostki wartos¢ funkcji fx jest suma
trzech réznych liczb ze zbioru {1,2,3,4,5,6}. W rachube wchodza tu
wiec sumy:

14243, 14+2+4, 14+2+5 1+2+6,
14+344,14+3+5,14+3+6,
1+4+45 1+4+6,

1+5+6,
243+4,2+3+5,2+3+6,
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24+4+5,2+4+6,
24546,
3+4+5,3+4+6,
3+5+6,
445+6.

Mozliwych sum jest 20, a wierzchotkéw tylko 8, zatem az co naj-
mniej 12 z tych dwudziestu sum nie sa wartosciami funkcji fx. Ktére to
sg sumy?

Zalézmy, ze kostka ma wlasnos$é wr. Zadne dwie spoéréd trzech $cian
schodzacych sie w wierzchotku kostki (i to w ktérymkolwiek!) nie sa prze-
ciwlegte. Jesli zatem kostka K ma wlasno$¢ wr, to z rozwazan odpadaja
te sumy, w ktorych sg dwa sktadniki dajace w sumie 7. Jest 12 takich
sum, pozostalo wiec 8 nastepujacych sum: 1+2+3,1+2+4, 1+ 345,
1+4+4+5,24+3+6,24+4+6,3+5+614+5+ 6. Sa to zatem liczby:
6,7,9,10,11,12,14 i 15. Czy kazda z nich jest wartoscig funkcji fx? Nie
ma wsrdd nich liczby 8 i nie ma liczby 13. Rodza sie¢ teraz pytania:

e Dlaczego, jesli kostka ma wtasnos¢ ws, to wsréd wartosci funkeji
fr nie ma liczb 8 i 137

e Jakie sa wartosci funkcji fx w przypadku kostki, ktéra nie ma
wilasnosci wr?

o Kiedy fx jest funkcjg réznowartosciows?

Wartosci funkcji fx sa sumami trzech réznych liczb ze zbioru
{1,2,3,4,5,6}. Liczbe 8 mozna przedstawi¢ w postaci takiej sumy tylko
na dwa sposoby: 8 =14+2+5i8 =1+3+4. Zauwaz, ze 2+ 5 =7
i3+4 =7. Jedli kostka ma wtasno$¢ wr, to wsréd Scian schodzacych
sie w jednym wierzchotku nie moga by¢ ani Sciany z 2 i z 5 oczkami, ani
z 3 1 4 oczkami, a zatem:

* Jesli kostka K ma wlasnosé wry, to liczba 8 nie jest wartoscig funk-
cji fi.

Jest 13 =2+546i24+5=T7o0raz 13 =3+4+6134+4=17,
a zatem:

*Jesli kostka K ma wlasno$é wz, to liczba 13 nie jest wartoSciq funk-
i fi-
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Obie powyzsze implikacje sa prawdziwe i obie sg wynikaniami. Mozna
je zredukowaé do jednego wynikania:
* Jezeli kostka K ma wlasnos$é wy, to ani liczba 8, ani liczba 13 nie jest
wartoscig funkcji fi.

7Z faktu, ze wynikaniem jest ostatnia implikacja, mozna wnioskowac,
ze wynikaniem jest takze jej kontrapozycja, czyli
* Jesli wsrod wartodci funkcji fx jest liczba 8 lub liczba 13, to kostka K
nie posiada wlasnosci wy.

W powyzszych dysputach o kostce pojawita sie¢ implikacja przeciw-
stawna oraz negacja koniunkcji, a wiec elementy logiki.

S

Rys. 8. Kostka powstala z tej siatki nie ma wlasnosci wy

Przyktad 8. Kostka K, ktérej siatke mamy na rysunku 8, nie ma wtas-
noéci wy. W dwéch wierzchotkach tej kostki schodza sie trzy Sciany
o jednakowej sumie liczb oczek (1 +4 + 6 1 2+ 4 + 5). Funkcja fx
nie jest roznowartosciowa. W przypadku tej kostki K liczba 12 nie jest
wartodcig, funkeji fx.

[PLASKI OBRAZ KOSTKI I PREZENTACJA FUNKCIJI fr| Zal6zmy, ze kostka
zrobiona jest z przezroczystego materiatu, a wiec oczka sg widoczne réw-
niez z wnetrza szeécianu, z ktérego kostka powstata. Odchylmy przednig
$ciane w lewo i spéjrzmy z perspektywy na powstaly obiekt. Taki widok
(dla pewnej kostki) mamy na rysunku 9a). Opisane czynnosci przypo-
minajg przejécia od szescianu do jego perspektywicznego rzutu.

: 2
Bh el B 1|4
... a) 5 b)

Rys. 9. Kostka w perspektywie z otwarta Sciang — plaski obraz kostki

Kostka przedstawiona na rysunku 9a) ma na przedniej Scianie 6
oczek (jest to ta odchylona $éciana), na gérnej 2, a na prawej bocznej
4 oczka. Ta kostka K, ma wlasnosé¢ wr.
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Na ten ptaski obraz kostki sktada sie 6 figur: maly kwadrat, cztery
trapezy i duzy kwadrat. Te figury reprezentuja Sciany kostki. Maty kwa-
drat przedstawia tylna Sciane, trapez nad nim — $ciane gorna, trapez
z jego prawej strony — Sciane boczng prawsg, trapez pod nim — $ciane
dolna, trapez z jego lewej strony — Sciane lewa, a duzy kwadrat prezen-
tuje Sciane przedniag. W matym kwadracie wpiszmy liczbe 1, w czterech
trapezach rozmiesémy liczby od 2 do 5 jako liczby oczek, duzy kwadrat
bedzie reprezentowal $ciane z szeScioma oczkami. Te Sciane bedziemy
pomijaé, zakladajac, ze jest na niej 6 oczek. W ten sposéb otrzymujemy
plaski obraz kostki (jest to inny obiekt niz siatka kostki). Ten plaski
obraz kostki K wykorzystamy do prezentacji funkcji fx.

Na rysunku 9b) mamy plaski obraz kostki K, z rysunku 9a). Na ry-
sunku 9¢) zaznaczono w kazdym wierzchotku tej kostki kétko i w czterech
z nich wpisano wartosci funkcji fx. Uzupelniajac pozostate kétka okre-
$limy funkcje fr. Na rysunku 10. mamy ptlaski obraz klasycznej kostki
K i funkcje fk.

a)

Rys. 10. Plaski obraz pewnej kostki K i prezentacja funkcji fx

Zadanie 10.

Na rysunku 11a) mamy plaski obraz pewnej kostki K,. Czy
ta kostka ma wtasnos¢ w7? W kazdym wierzchotku znajduje
sie kotko. Wpisz w kazde z tych kélek liczbe oczek na trzech
Scianach schodzacych sie w wierzchotku z tym koétkiem.

Rys. 11. Plaski obraz pewnej kostki K, oraz prezentacja funkcji fx
dla dwdéch kostek
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Dla kazdych dwdch réznych wierzchotkow kostki K, wartosci funkeji fx
sg rozne. Funkcja frx jest réznowartoSciowa. Mozna wykazaé, ze:

* jesli kostka K ma wlasnosé wy, to funkcja fx jest réznowartosciowa,
* jesli funkcja [ nie jest réznowartosciowa, to kostka K nie ma wlas-
noéci wry.

Zadanie 11.

Dla kazdego wierzchotka kostki K znamy liczbe oczek na
trzech $cianach schodzacych sie w tym wierzchotku (zob. ry-
sunek 11b). Jest to jedyna informacja o tej kostce. Jaka to
kostka? Uzupelnij ten rysunek liczbami oczek na $cianach
tej kostki, wpisujac je w trapezy i maly kwadrat na rysunku
11b). Zréb to samo w przypadku kostki K., ktora reprezen-
tuje rysunek 11c).
W przypadku kostki K. z rysunku 11¢) funkcja fx nie jest réznowarto-
$ciowa. Kostka K. nie ma wlasnoéci wr.

3 3

3 5 4
a) b) °) d)

Rys. 12. Niedokonczone ptaskie obrazy czterech kostek

Przyklad 9. Rysunek 12d) jest plaskim obrazem kostki K, ktéra ma
na tylnej Scianie jedno oczko, na gérnej 3 oczka, na dolnej 4 oczka, na
prawej bocznej 2 oczka, na lewej bocznej 5 oczek. Na przedniej $cianie
tej kostki jest 6 oczek. Ta kostka Ky ma wlasnosé wy.

Zadanie 12.

Czy da sie tak uzupetnié¢ liczbami puste figury na rysunku
12a), aby w ten spos6b okreslona kostka miala wlasnosé wr?
Czy da sie to zrobi¢ w przypadku rysunku 12b)7 A w przy-
padku rysunku 12¢)?
Dwa trapezy z liczbami 3 i 4 na rysunku 12b) przedstawiaja dwie sa-
siednie Sciany (dolna i lewa boczna). Te liczby daja w sumie 7. Istnienie
takich dwoch sasiednich $cian dowodzi, ze kostka nie jest klasyczna. Ry-
sunku 12b) nie da sie tak uzupelnié, aby byl plaskim obrazem kostki
klasycznej.
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3.7. Zliczanie oczek na kostkach — matematyka bez rachunkéw

W szkolnych ujeciach rachunku prawdopodobienstwa jest wiele ra-
chunkéw, ale niewiele matematyki. Wyjdzmy od elementarnych zadan
arytmetycznych z klasyczna kostka. Beda to zadania na odejmowanie,
dodawanie i mnozenie liczb naturalnych, ale kreujace inne aktywnosci
matematyczne niz rachunki.

Zadanie 13.

Ile jest wszystkich oczek na kostce? Jak to szybko policzy¢?
Ile jest oczek na trzech kostkach? A na pieciu?

Szybka odpowiedZ wynika z wlasnoéci wy. Kostka ma trzy pary Scian
przeciwleglych, zatem na kostce klasycznej liczba oczek jest iloczynem
3-7.

Zadanie 14.
Ile oczek musi by¢ na gérze kostki, zeby na jej dole byto ich
mniej?

Zadanie 15.

Rzué dwiema (trzema) kostkami i (nie odwracajac lezacych
kostek) odgadnij, ile jest oczek na dolnych, niewidocznych
Scianach kostek?

Zadanie 16.

Ustaw dwie kostki na stole tak, aby na ich gérnych $cianach
a) bylo tyle samo oczek co na ich $cianach dolnych;
b) bylo mniej oczek niz na Scianach dolnych.

Zadanie 17.

Na gornych $cianach dwéch lezacych kostek ma byé o 4 oczka
wiecej niz na dolnych. Uléz tak dwie kostki.

[WIEZE, BRYLY I BUDOWLE Z KOSTEK A ARYTMETYKA] Sklejajac kost-
ki $cianami, bedziemy tworzyé pewne bryly geometryczne. Stawiajac
kostki jedna na drugiej, budujemy wieze. Liczba postawionych kostek
to jej wysoko$é. Jesli mamy kilka wiez, to przystawiajac je do siebie
(w odpowiedni sposob), otrzymamy bryle, ktéra nazywamy budowlq
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z kostek. Jedna wieze o wysokosci 4 kostek i 3 budowle z kostek ma-
my na rysunku 13.

Sciana na dole wiezy lub budowli oraz kazda éciana (bryly, wiezy lub
budowli), ktéra jest ztaczona (czasem sklejona) ze Sciana innej kostki,
to sa Sciany zakryte. Zliczanie oczek na wszystkich zakrytych Scianach
kostek staje sie teraz trescia (nie tylko arytmetycznych i nie tylko ra-
chunkowych) zadan.

Zadanie 18.

Policz, ile jest lacznie oczek na zakrytych Scianach kostek
w budowlach na rysunku 13.

y

b

Rys. 13. Cztery budowle z kostek do gry

Przyktad 10. Bryta jest przestrzenny krzyz sklejony z siedmiu kostek.
Jedna z kostek tworzy érodek krzyza. Kazda z szesSciu pozostatych ko-
stek zostata doklejona do tej kostki tak, ze na sklejonych ze soba Scia-
nach sa jednakowe liczby oczek. Sklejone ze sobg $ciany dwoch kostek to
sa zakryte $ciany. Wszystkie Sciany srodkowej kostki sg zakryte. Kazda
z pozostalych kostek ma jedng Sciane zakryta. Jak szybko odpowiedzieé
na pytanie, ile jest tacznie oczek na zakrytych $cianach wszystkich ko-
stek, a ile na niezakrytych?

Na wszystkich siedmiu kostkach krzyza jest tacznie 7 - 21, czyli 147
oczek. Zliczmy oczka na zakrytych $cianach. Wszystkie Sciany srodkowej
kostki sg zakryte, a wiec na tej kostce jest 21 zakrytych oczek. Tyle samo
jest oczek na zakrytych Scianach szesciu doklejonych kostek.

Zadanie 19.
Rzué kostke na stolik przysuniety do Sciany i szybko dosun
lezaca kostke do $ciany. Dwie $ciany kostki, dolna i tylna sg
teraz zakryte. Ile jest lacznie oczek na tych niewidocznych
Scianach kostki?
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Zadanie 20.

Na rysunku 14. kostki sa przystawione do kata utworzonego
przez trzy $ciany. Ile jest oczek na niewidocznych $cianach?

i e
a) b) c

Rys. 14. Budowle z kostek w kacie

Zainteresujmy sie liczba oczek na zakrytych Scianach kostek, z kto-
rych powstala wieza. Méwimy, ze wieza powstata z k kostek ma wyso-
kosé k.

Zadanie 21.

Postaw taka wieze o wysokosci 7, ktéra ma maksymalna licz-
be oczek na zakrytych Scianach swych kostek.

Zadanie nie wydaje sie tatwe. Aby odkry¢ pewng prawidtowosé, za-
cznijmy od nizszych wiez tego typu i écian zakrytych. Zauwazmy, ze:

e wieza o wysokosci 2 ma 3 zakryte Sciany, sa to dwie przeciwlegte
Sciany parteru i dolna Sciana 1. pietra;

e wieza o wysokosci 3 ma 5 zakrytych Scian, sa to: dwie przeciwlegte
Sciany parteru, dwie przeciwlegle éciany 1. pietra i dolna Sciana 2.
pietra;

e wieza o wysokosci 4 ma 7 zakrytych $cian, sg to: dwie przeciwlegle
Sciany parteru, dwie przeciwlegle Sciany 1. pietra, dwie przeciwle-
gle $ciany 2. pietra i dolna $ciana 3. pigtra.

Zadanie 22.

Masz dowolng wieze o wysokosci k. Co wystarczy zrobié, aby
otrzymaé wieze o wysokosci (k + 1), ktéra ma na (2k + 1)
zakrytych Scianach swoich kostek maksymalng liczbe oczek?
Rozwaz k=21 k = 3.
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Jedli na gorze dowolnej wiezy o wysokoéci 2 potozymy trzecia kostke
z 6 oczkami na doél, to powstanie wieza o wysokosci 3 i to z maksymalna
liczba oczek na zakrytych écianach. Ta liczba jest suma 7+ 7 + 6.

Jesli na goérze dowolnej wiezy o wysokosci 3 polozymy ($ciang z 6
oczkami w do6l) czwarta kostke, to powstanie wieza o wysokosci 4 i to
z maksymalng liczbg oczek na zakrytych Scianach. Ta liczba jest sumag
T+T7T+746.

Odkrywamy tu pewna prawidlowosé, dzieki ktoérej ,produkcja” wiez
z maksymalna liczbg oczek na zakrytych Scianach staje sie prosta.

Aby postawié¢ wieze o wysokosci 7 i to z maksymalng liczba oczek na
zakrytych Scianach, wystarczy postawi¢ dowolna wieze z 6 kostek i na
jej gorze potozy¢ kostke Sciang z 6 oczkami w dét. Mowa tu o matema-
tycznym odkryciu.

Zadanie 23.
Pawel rzucil dwa razy kostka, ale nie zdradzil, ile oczek wy-
padto w pierwszym rzucie, a ile w drugim. Oznajmit tylko, ze
w pierwszym rzucie wypadto o 5 oczek wiecej niz w drugim.
Jakim wynikiem zakonczyl sie ten rzut?

Zadanie 24.
Gawel rzucil dwiema kostkami, biata i czerwona, ale nie zdra-
dzil, ile oczek wypadlo na bialej, a ile na czerwonej kostce.
Powiedzial tylko, ze na bialej kostce wypadtly o 3 oczka mniej
niz na czerwonej, a razem na obu kostkach wypadto 7 oczek.
Ile oczek wypadlo na bialej, a ile na czerwonej kostce?

W kontekscie zadania 1. o losowaniu reprezentanta klasy postawili-
$my pytanie o to, kto, w jakiej sytuacji i po co moégl takie zadanie sfor-
mutowaé. Takie pytanie ma racje bytu wtedy, gdy tres¢ zadania wkracza
w realny Swiat. W przypadku zadan o liczbach oczek na Scianach bu-
dowli z kostek pytanie o praktyczne motywacje nie ma sensu. Tu chodzi
o ¢wiczenie teorii, a nie o jej stosowanie w praktyce.

4. Kostki a stochastyka wokét nich i wokdl nas

Bedziemy analizowaé i opisywaé na gruncie matematyki dwukrotny
rzut kostka i rzut dwiema kostkami, czterokrotny rzut kostka, szescio-
krotny rzut kostka i réwnoczesny rzut szesScioma kostkami. Jesli A jest
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niepustym zbiorem a n ustalong liczba naturalng, to zapis A™ oznacza
zbiér wszystkich ciggdéw n-wyrazowych, ktérych wyrazami sa elementy
zbioru A.

[MODEL n-KROTNEGO RZUTU KOSTKA] Wynik n-krotnego rzutu kost-

ka jest n-wyrazowym ciagiem o wyrazach ze zbioru {1,2,3,4,5,6} (jego

j-ty wyraz jest liczba oczek wyrzuconych w j-tym rzucie). Za kazdym ra-

zem kazda z liczb oczek jest jednakowo prawdopodobna, a zatem kazdy

wynik n-krotnego rzutu kostka jest jednakowo prawdopodobny. Wszyst-

kich wynikow jest 6™, a zatem prawdopodobienstwo kazdego jest réwne
1 1

1 d . — n
g Lauwazmy, ze g = ()"

Modelem n-krotnego rzutu kostka jest wiec para (€2, py,), gdzie
Qn ={1,2,3,4,5,6}" i pp(w) = (3)" dla w e Q.

4.1. Stochastyka kostki — zdarzenia prawie niemozliwe

[ZDARZENIE PRAWIE NIEMOZLIWE| Zdarzenie A zwiazane z do$wiadcze-
niem losowym J nazywamy prawie niemozliwym, jezeli w modelu pro-
babilistycznym doswiadczenia ¢ jego prawdopodobienstwo jest mniejsze
od 0,05. We wnioskowaniach statystycznych liczbe a = 0,05 nazywa sie
poziomem istotnosci.

[ZDARZENIE PRAWIE PEWNE| Zdarzenie B zwiazane z doswiadczeniem
losowym ¢ nazywamy prawie pewnym, jezeli w modelu probabilistycz-
nym do$wiadczenia § jego prawdopodobienstwo jest wigksze od 0,95.

Uwaga: W stochastyce zdarzenie prawie niemozliwe nazywa si¢ zdarze-
niem praktycznie niemozliwym, a zdarzenie prawie pewne nazywa sie
zdarzeniem praktycznie pewnym. W ,matematyce dla kazdego” nazwy
zdarzenie prawie niemozliwe 1 zdarzenie prawie pewne wydaja sie wia-
Sciwsze.

Przyktad 11. Z rzutem sze$cioma kostkami zwigzmy dwa zdarzenia:
A = {wypadna wszystkie liczby oczek},
B = {ktéras z liczb oczek nie wypadnie na zadnej kostce}.
W pracy (Plocki, 2011a; s. 147) wykazuje sie, ze
P(A) =& ~0,0154 i P(B)=1— P(A)~0,9846,
czyli A jest zdarzeniem prawie niemozliwym, a B zdarzeniem prawie
pewnym.
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To sa informacje dla nauczyciela. W ,matematyce dla kazdego”
te probabilistyczne wlasnosci zdarzen A i B odkryjemy a posteriori.
Pojawia sie pytanie: Komu i do czego moga sie przydaé¢ te matematycz-
ne fakty?

[RYZYKO 1 SZANSE, SZCZESCIE I PECH] Ilekro¢ wydarzy sie cos, co jest
prawie niemozliwe (a wigec bardzo malo prawdopodobne) i co kojarzy
nam sie wyjatkowo pozytywnie, tylekro¢ méwimy o szczesciu. Jesli wy-
darzy sie cos, co jest prawie niemozliwe i co kojarzy nam sie wyjatkowo
negatywnie, to méwimy o pechu. Szczescie i pech mogg by¢ trescig ma-
tematycznych zadan, ktére dotycza zdarzen prawie niemozliwych.
Podstawa wnioskowan dotyczacych podejmowania decyzji badz we-
ryfikacji pewnych hipotez, jest fakt, ze pewne zdarzenie (ktére zaszlo)
jest prawie niemozliwe. Wnioskowania te opieraja sie na nastepujacej
idei:
[ZASADA PRAKTYCZNEJ PEWNOSCI| Jezeli zdarzenie A zwiazane z do-
$wiadczeniem losowym ¢ jest prawie niemozliwe, to mozemy by¢ prak-
tycznie pewni, ze ono nie zajdzie, gdy (za chwile, jutro, za tydzien)
wykonamy doswiadczenie J.
Przyktad 12. Powtérz rzut szeScioma kostkami wiele razy i skonstatuj, ze
e ani razu nie zaszto zdarzenie A;

e za kazdym razem ktoéras z liczb oczek nie wypadla na zadnej ko-
stce (a wiec zaszlo zdarzenie B).

Przyktad 13. Na lekcji kazdy z uczniéw rzuca swoimi szeécioma kostkami
i do gory reke podnosza ci, ktérzy uzyskali wynik sprzyjajacy zdarzeniu
A. Nie ma ani jednej podniesionej reki. Powtarzamy te czynnosci kilka
razy. Nie ma ani jednej podniesionej reki. Zdarzenie A prawie nie zacho-
dzi. Ten fakt empiryczny, ktorego kazdy uczen osobiécie doswiadczyt,
jest podstawg do oceny prawdopodobienstwa zdarzenia A.

Jest prawie niemozliwe, aby w rzucie szescioma kostkami wypadly
wszystkie liczby oczek (zdarzenie A z przykladu 11). Przed rzutem kost-
kami mozesz by¢ praktycznie pewny, ze zdarzenie A nie zajdzie. Spraw-
dzilisémy, ze to sie w praktyce potwierdza.
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4.2. Miarowy aspekt prawdopodobienstwa w matematycznej
edukacji dziecka a rzut szeScioma kostkami

Dalej skorzystamy z dwdéch podstawowych faktow, gdy mowimy
o ,stochastyce dla kazdego”.
FAKT 1. Sa dwa mozliwe wyniki rzutu moneta: wypadnie orzet albo wy-
padnie reszka i oba sg jednakowo prawdopodobne.
FAKT 2. Wynik rzutu kostka jest liczba wyrzuconych oczek. Jest 6 moz-
liwych wynikéw i kazdy jest jednakowo prawdopodobny.

Przyklad 14.[BABKI I ZABLAKANE RODZYNKI A SWIAT PRZYPADKU]
Rozwazmy realng sytuacje problemowa. Po wymieszaniu ciasta z ro-
dzynkami mama podzielita ciasto na

e 2 réwne kawalki (wersja 1.),
e 6 réwnych kawatkéw (wersja 2.),

i z kazdego uformowata babke. Przed wlozeniem babek do piekarnika
okazalo sie, ze zablakal sie jeden rodzynek i nie trafit do ciasta. Problem,
co zrobié teraz z tym rodzynkiem, inspiruje (i motywuje) stochastyczne
wnioskowania.

Na lekcji pada propozycja, by w wersji 1. z powrotem ztaczy¢ obie
babki, dotaczy¢ do ciasta 6w rodzynek, ciasto od nowa wymieszac¢ i po-
dzieli¢ na dwie rowne czesci. Debatujac nad losami jednego rodzynka,
odkrywamy, ze o tym, do ktérej babki on trafi, rozstrzyga wytacznie
przypadek. Z faktu, ze masy obu babek sg réwne, wynika, ze kazda
z babek ma jednakowe szanse na to, ze 6w rodzynek do niej trafi.

Pojawia sie pomyst wykorzystania monety do rozwiazania problemu
z rodzynkiem i babkami. Dzieci proponuja, by na stole obok jednej babki
potozy¢ kartke z napisem orzel, obok drugiej — kartke z napisem reszka,
a nastepnie rzuci¢ moneta. Jesli wypadnie orzel, to 6w zablakany ro-
dzynek wcisnijmy do babki z napisem orzel, jesli reszka, to do babki
z napisem reszka.

Pojawil sie tu ciag realnych czynnodci. Jest to sprawiedliwe losowanie
jednej z dwoch babek, do ktérej trafi rodzynek. Mamy sposéb symulo-
wania za pomocg monety losowego rozmieszczania rodzynka w dwoch
babkach.

To odkrycie ma ciag dalszy. Na drugiej czesci lekcji rozstrzygamy
inny realny problem.
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Zadanie 25.

Za chwile ma sie rozpoczaé mecz pitkarski. Sedzia ma rzucié
moneta, ale nie ma przy sobie ani grosza. Czym i w jaki
spos6b mozna w tej sytuacji zastapi¢ monete?

Dzieci proponujg symulowanie rzutu moneta za pomoca kawalka cia-
sta i rodzynka.

Gdyby na poczatku ciasto podzielono na 6 réwnych czesci (wersja
2.), uformowano z nich 6 babek i gdyby zablakal sie jeden rodzynek, to
problem, co z nim zrobié¢, rozwigzemy za pomoca kostki. Ponumerujmy
babki liczbami od 1 do 6, rzuémy kostka i liczbe wyrzuconych oczek
potraktujemy jako numer babki, do ktérej trafi zabtakany rodzynek.

Te czynnoéci mozna niejako odwrécié. Gdyby zgineta ci kostka do
gry, to mozesz ja ,zrobi¢” z kawalka ciasta i rodzynka. Wystarczy wy-
miesza¢ ciasto z rodzynkiem, podzieli¢ na 6 réwnych kawatkéw, te ka-
walki ponumerowac¢ od 1 do 6 i rozstrzygnaé¢, w ktérym kawatku znalazt
sie 6w rodzynek. Jesli jest on w kawatku numer j, to mozemy méwic,
ze w rzucie kostka wypadio j oczek. Uczeh méwi, ze zrobilismy kostke
z kawalka ciasta i rodzynka.

Przyktad 15. Na poobiedni deser mama postanowila upiec 6 babeczek
z bakaliami. Po uformowaniu z szeéciu rownych kawaltkéw ciasta szesciu
babeczek okazato sie, ze do ciasta nie trafito 6 rodzynkéw. Co zrobié,
aby one znalazly sie w cieScie i by o tym, do ktérej babki trafi kazdy
z nich decydowal przypadek? OdpowiedZ wynika z poprzednich dysput.
Wystarczy ponumerowaé¢ babki liczbami od 1 do 6 i dla kazdego z szeSciu
rodzynkéw wylosowacé babke, do ktorej ten rodzynek wcisniemy. Do loso-
wania babki wykorzystamy kostke. Rodzynkéw jest 6, a wiec rzut kostka
trzeba powtérzyé 6 razy. Ale te procedure mozna zracjonalizowaé. Aby
rozmiescié¢ losowo 6 rodzynkéw w 6 (ponumerowanych) babkach, wystar-
czy rzuci¢ szescioma kostkami i tyle rodzynkéw wcisnaé¢ do babki numer
Jj, na ilu kostkach wypadto j oczek (5 =1,2,3,4,5,6).

Tabela na rysunku 15. jest protokoltem z trzech powtérzen takiego
losowego rozmieszczania 6 rodzynkéow w 6 babkach.
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112(13(4[5|6| numer babki

* || [°.]°| I. rozmieszczenie
2. rozmieszczenie
3. rozmieszczenie

Rys. 15. Trzy wyniki rzutu 6 kostkami jako 3 rozmieszczenia
6 rodzynkéw w 6 babkach

Skupmy uwage na dwéch szczegdlnych zdarzeniach zwiazanych z roz-
mieszczaniem 6 rodzynkéw w 6 babkach:
C = {w kazdej babce bedzie rodzynek};
D = {co najmniej jedna babka bedzie bez rodzynkéw}.

Rozwazania beda dotyczy¢ tych zdarzen i jakoSciowej oceny ich praw-
dopodobienstwa. Uczniowie odkrywaja, ze:

e jesli na zadnej kostce nie wypadnie 5 oczek, to babka numer 5 be-
dzie bez rodzynkéw;

e w kazdej babce bedzie rodzynek, jesli w rzucie szeScioma kostkami
wypadng wszystkie liczby oczek.

To nie sa latwe wnioskowania, ale sg one wazne, gdy moéwimy
o ksztalceniu stochastycznym.

Rozwazmy rysunek 15. W 1. rzucie szescioma kostkami na zadnej
kostce nie wypadlo ani 1 oczko, ani 4. W babce 1. i w babce 4. nie
ma wiec rodzynkéw. Ciekawe jest 3. rozmieszczenie. W rzucie szescio-
ma kostkami wypadly wszystkie liczby oczek, czyli w kazdej babce jest
rodzynek. Powtarzajac losowe rozmieszczanie 6 rodzynkéw w 6 babkach
skonstatujemy, ze zdarza sie to wyjatkowo rzadko.

Jedli losowe rozmieszczenie 6 rodzynkéw w 6 babkach symulujemy za
pomoca rzutu szedcioma kostkami, to

e zdarzenie C zachodzi tylekro¢, ilekroé¢ w rzucie szescioma kostkami
wypadna wszystkie liczby oczek;

e zdarzenie D zachodzi tylekro¢, ilekro¢ co najmniej na dwoch kost-
kach wypadnie ta sama liczba oczek.

Mamy zatem ciekawe wnioski a posteriori:

e jest bardzo malo prawdopodobne (jest prawie niemozliwe), aby
w losowym rozmieszczaniu 6 rodzynkow w 6 jednakowych babkach
do kazdej babki trafil rodzynek;
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e jest bardzo prawdopodobne (jest prawie pewne), Ze w takim loso-
wym rozmieszczaniu rodzynkow co najmniej jedna babka bedzie bez
rodzynkow.

Zdarzenie C' jest prawie niemozliwe. Zdarzenie D jest prawie pewne.
Mozna by¢ praktycznie pewnym, ze wypiekajac 6 babek z ciasta z 6
rodzynkami, przynajmniej jedna babka bedzie bez rodzynka.

Whioski sa oparte na tym, co (i jak czesto) zdarzalo sie w przesztosci,
a dotycza blizszej lub dalszej przysztodci. Podkreslamy tu role czasu we
wnioskowaniach stochastycznych.

W przyktadzie 14. z ciastem i rodzynkami do oceny prawdopodobien-
stwa wykorzystaliémy pewne miary (masa ciasta). Méwimy tu zatem
o miarowym aspekcie prawdopodobienstwa.

Przyklad 16. [CZY SA PODSTAWY, ABY CZUC SIE OSZUKANYM?] Roz-
wazmy inng sytuacje problemowa z ciastem i rodzynkami. W piekarni
wisi ogloszenie: Dzi$§ polecamy rogale, ktore wypiekliémy z droZdZowego
ctasta z rodzynkami — rogali wypiekliémy s, a rodzynkow do ciasta dali-
$my k. Pan Kowalski (skuszony ta oferta) kupil rogal i okazalo sie, ze
nie ma w nim rodzynka. Poczul si¢ wiec zawiedziony. Czy sa podstawy,
aby czué sie w takiej sytuacji oszukanym?
W pracy (Plocki, 2007: 457-462) rozwaza sie te sytuacje w przypadku

k = 200 i s = 100. Symulujac losowe rozmieszczanie 200 kul w 100
szufladach, skonstatujemy ciekawg prawidlowosé. Praktycznie w kazdym
wyniku takiego rozmieszczania na 100 szuflad jest okoto 13 szuflad bez
kuli. To sa rogale bez rodzynka. Szanse na to, ze (kupujac rogal) trafimy
na rogal bez rodzynka, sg spore. Oceng tych szans jest iloraz 13 : 100.
Nie jest dziwne wiec, ze Kowalski na taki rogal trafit. Ten fakt nie daje
podstaw, by czué sie oszukanym.
Zadanie 26.

Rozwazmy analogiczng sytuacje w przypadku £ = s = 6.

Piekarnia oferuje 6 rogali z ciasta, w ktore wsypano 6 ro-

dzynkéw. Kupites jeden rogal i okazalo sie, ze nie ma w nim

rodzynkoéw. Czy mozesz czué sie oszukany?

Jest prawie pewne, ze w oferowanym zbiorze 6 rogali jest przynaj-
mniej jeden bez rodzynka, a zatem sa duze szanse (co najmniej réwne %)

na to, ze kupujac jeden rogal, trafisz na taki bez rodzynkéw. Trafienie
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na rogal bez rodzynka jest wiec stosunkowo prawdopodobne i nie daje
powodéw do tego, by poczué sie oszukanym.

Potaczmy rzut szeScioma kostkami z gra losowa i podejmowaniem
decyzji.
Zadanie 27.

Bartek, wreczajac Artkowi 3 z 6 trzymanych kostek, zaprosit
go do gry. Na znak kazdy z nas rzuci swoimi trzema kostka-
mi — ognajmil Bartek i dodal: — jesli na kaidej z szesciu
rzuconych kostek wypadnie inna liczba oczek, to ty, Artku,
zwyciezysz, jesli ktoras z szesciu liczb oczek nie wypadnie na
zadnej z szeSciu rzuconych kostek, to ja zwyciezam. Czy Ar-
tek powinien przyjac¢ to zaproszenie? Dlaczego?

Zwyciestwo Artka jest prawie niemozliwe. W takiej grze prawie na
pewno zwyciezy Bartek. To jest bardzo niesprawiedliwa gra.

4.3. Czterokrotny rzut kostka, testowy sprawdzian wiedzy
i faza matematyzacji

Przyklad 17. [CZTEROKROTNY RZUT KOSTKA| Czterokrotny rzut kostka
jest doswiadczeniem losowym. Jego wynik jest czterowyrazowym cia-
giem o wyrazach ze zbioru {1,2,3,4,5,6}, wyraz j-ty tego ciagu jest
liczba oczek wyrzuconych w j-tym rzucie. Jesli w j-tym rzucie wypad-
nie j oczek, to méwimy o skojarzeniu w j-tym rzucie (j = 1,2,3,4).

Wynikami czterokrotnego rzutu kostka sa ciagi: 6434, 6666, 1234.
W wyniku 6434 sa dwa skojarzenia. Wszystkich wynikéw jest 64, czyli
1296 i kazdy jest jednakowo prawdopodobny.

Z czterokrotnym rzutem kostka zwiazmy zdarzenia:
A = {w kazdym rzucie nastapi skojarzenie},
B = {w kazdym rzucie wypadnie ta sama liczba oczek}.

Zdarzeniu A sprzyja tylko wynik 1234, a zatem P(A) = ﬁ ~
0.00077. Zdarzenie A jest zatem prawie niemozliwe.

Zdarzeniu B sprzyjaja wyniki: 1111,2222, 3333, 4444, 5555, 6666,
a zatem P(B) = % ~ 0,004629 < 0,05. Zdarzenie B jest 6 razy
bardziej prawdopodobne niz zdarzenie A, ale takze jest prawie niemoz-
liwe.
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Przed czterokrotnym rzutem kostka mozna byc praktycznie pewnym,
ze nie zajdzie zdarzenie A i Ze nie zajdzie zdarzenie B. Postawmy py-
tanie: Komu i na co moga by¢ potrzebne te dysputy o czterokrotnym
rzucie kostka?

Przyklad 18. [WIARYGODNOSC POZYTYWNEJ OCENY z TESTU]| Testo-
wy sprawdzian wiedzy z przyrody obejmuje (zaledwie) 4 pytania, do
kazdego dotaczonych jest 6 odpowiedzi, z ktoérych jedna i tylko jedna
jest prawidlowa. Uczenn ma do kazdego pytania podkresli¢é odpowiedz
(jego zdaniem) prawidlowa. Za wskazanie prawidlowej odpowiedzi do
kazdego pytania uczen dostaje ocene pozytywna. Czy taka ocena jest
wiarygodna? Nie jest niemozliwe, ze uczen, ktéry nic nie umie z mate-
riatu objetego testem, trafi w drodze zgadywania na wtasciwa odpowiedz
do kazdego pytania, dostanie wiec pozytywna ocene, a ona mu sie nie
nalezy. Jakie ten uczen ma szanse na uzyskanie pozytywnej oceny bez
uczenia sie?

Postawione wyzej pytania dotycza pewnego prawdopodobienstwa.
Mozna je obliczy¢ przy zalozeniu, ze uczen nic nie umie z materialu
objetego testem (hipoteza Hy). To prawdopodobienstwo jest dla ucznia
oceng szans, ze nie uczac sie, dostanie pozytywna ocene. Dla nauczyciela
to prawdopodobienstwo jest ocena pewnego ryzyka.

Postawmy hipoteze, ze uczen nic nie umie z materialtu objetego te-
stem. Nic nie stoi na przeszkodzie, by przyjac, ze wlasciwa odpowiedz dla
Jj-tego pytania to jest j-ta odpowiedz (j = 1,2, 3,4). Uczen o tym nie wie.
Ten uczen zgaduje. Prawdopodobienstwo, ze trafnie wskaze odpowiedz
do 1. pytania, jest takie, jak prawdopodobienstwo wyrzucenia kostka je-
dynki. Prawdopodobienstwo trafienia na wtasciwa odpowiedz do 2. py-
tania jest takie, jak prawdopodobienstwo wyrzucenia dwéjki w drugim
rzucie kostka itd. Tak wiec prawdopodobienstwo trafienia na wtadciwg
odpowiedz do kazdego z czterech pytan (jesli uczen nic nie umie) jest
réwne prawdopodobienstwu zdarzenia A, o ktérym mowa w przykla-
dzie 18., a wiec jest rowne ﬁ, czyli okoto 0.00077. Jest zatem prawie
niemozliwe, aby uczen, ktéry nic nie umie, dostatl ocene pozytywna.

Liczba ﬁ jest dla nauczyciela ocena wspomnianego ryzyka. To
ryzyko jest zatem znikome, a wiec pozytywna ocena jest wiarygodna.
Gdyby uczniowi, ktéry nic nie umie, udalo sie trafi¢ na wszystkie prawi-
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dlowe odpowiedzi, to powiedzieliby$my, ze mial szczescie (zdarzyto sie
wszak co$, co jest prawie niemozliwe i co kojarzy mu sie pozytywnie).
Przyktad 19. Loteria oferuje wygranie fantu wartego 50 zt za jedyne
2 z}. Uczestnika takiej loterii nazywajmy graczem, wladciciela loterii na-
zywa sie bankierem. Aby ten fant wygraé, gracz ptaci bankierowi 2 zt,
a nastepnie rzuca 4 razy kostka. Jesli w kazdym rzucie wypadnie ta sa-
ma liczba oczek, to fant staje sie wlasnoscig gracza. Bankier ma tu na
uwadze prosperowanie tego hazardu. Gracz bedzie natomiast rozwazat
swoje szanse na wygranie fantu w jednej prébie (a wiec za 2 z1).

Gracz wygra fant w jednej probie wtedy i tylko wtedy, gdy zajdzie
zdarzenie B z przykladu 18. Wygranie fantu w jednej probie jest zatem
prawie niemozliwe. Bankier moze liczyé¢ na zyski z tego hazardu.

4.4. Czterokrotny rzut kostka a szyfrowe ktédki i ryzyko

Do ochrony mienia przed kradzieza stosuje si¢ coraz czesciej szyfro-
we zamki, ktédki i blokady. Wtasciciel dobytku chronionego szyfrowym
zamkiem moéwi o pewnym ryzyku, ztodziej zas o pewnych szansach. Dla
obu jest to pewne prawdopodobienstwo. Matematyka dostarcza narzedzi
do oceny takiego ryzyka i takich szans.

Rys. 16. Zamykana na szyfr ktodka z czterema gatkami

Przyktad 20. Na rysunku 16. mamy szyfrowa kidédke. Aby ja otworzyé
trzeba kazda z czterech galek ustawié¢ na odpowiednim sektorze wzdtuz
pionowej kreski pod gatka. Galki sa ponumerowane i kazda jest podzie-
lona na 6 réownych sektoréw. Na rysunku 16. ustawienie galek na tej
ktédce tworzy ciag 5265.
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Dla opisanej ktédki mozna ocenié ryzyko, ze ztodziej zdota ja otwo-
rzy¢ w jednej probie. O takim ryzyku méwi wtasciciel ktédki. Co ma do
tej oceny czterokrotny rzut kostka?

Zaldézmy, ze ztodziej przymierza sie do otwarcia tej ktédki. Nic nie
stoi na przeszkodzie, aby przyjaé, ze jej szyfrem jest ciag 1234. Trafienie
na wtasciwy sektor na pierwszej galce jest tak samo prawdopodobne,
jak wyrzucenie kostka jedynki. Analogicznie jest w przypadku trzech
pozostalych gatek. Trafienie na odpowiedni sektor na kazdej z czterech
galek jest tak samo prawdopodobne, jak zdarzenie A z przykladu 17.
Jest wiec prawie niemozliwe, aby zlodziej (nieznajacy szyfru) otworzyl
te klédke w jednej probie.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A zwiazanego z czterokrotnym rzu-
tem kostka jest znéw ocena pewnych szans (takie ma na uwadze zlo-
dziej) i pewnego ryzyka (o takim méwi wlasciciel dobytku chronionego
ta kiodka).

5. Sztuczki z kostkami, arytmetyka i uogélnianie jako
aktywnosé matematyczna

Sztuczke opisana w przykladzie 5. mozna skomplikowaé, czyniac ja
bardziej zaskakujaca. Chodzi o uogélnianie i o wnioskowania przez ana-
logie. Same wnioskowania majg charakter arytmetyczny.

Przyklad 21. [SZTUCZKA Z DWIEMA KOSTKAMI| Uczen (poza zasi¢giem
wzroku nauczyciela) rzuci dwiema kostkami, biala i czerwona, zapamie-
ta sume wyrzuconych liczb oczek (suma s1), a nastepnie:

e odwroci biala kostke i do sumy s; doda liczbe oczek na gérze po
odwrdéceniu bialej kostki (jest to suma s3);

e rzuci bialtg kostka i do poprzedniej sumy doda liczbe wyrzuconych
oczek.

Ostatnia suma s3 nie jest znana nauczycielowi, ale podchodzac do
stolu z dwiema lezacymi kostkami (uczen nie moze ich ruszaé), poznaje
liczby oczek na gérnych Scianach lezacych kostek. Znajac wyjasnienie
sztuczki z jedng kostka, bez trudu wyjasnimy te z dwiema. Liczba s3 jest
suma liczb oczek na gorze bialej i czerwonej kostki (te liczby nauczyciel
zna) oraz liczby 7.
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Rzuca¢ mozna na poczatku trzema kostkami, biala, czerwona i zie-
lona, a nastepnie odwraca¢ i ponownie rzucaé¢ jedna, dwiema, a nawet
wszystkimi trzema kostkami, aby (znajac koncowy stan lezacych kostek)
odgadnaé bez trudu sume uzyskang przez ucznia, ktéry wykonywal ko-

lejne procedury.
Zadanie 28.

[ARYTMETYKA W ODGADYWANIU LICZBY OCZEK WYRZU-
CONYCH WIELOMA KOSTKAMI| Zaproponuj podobna (do tej
z przykladu 21.) sztuczke

a) z dwiema kostkami (biala i czerwona), w ktérej bedzie sie
rzucaé, odwracacé i ponownie rzucaé¢ obie kostki;

b) z trzema kostkami (biala, czerwona i zielona), w ktérej be-
dzie sie rzucac trzema kostkami, odwracac i ponownie rzucaé
dwiema kostkami (czerwona i zielona).

Zaprezentowane sztuczki kreuja arytmetyczne zadania.

Zadanie 29.

Przyklad 22. [ARYTMETYKA A ODGADYWANIE WYNIKU RZUTU KOST-

Masz trzy kostki. Rzucisz dwiema i (nie odwracajac kostek)
potozysz jedng z nich na drugiej. Teraz rzucisz trzecia kostka
i potozysz ja na dwéch juz ustawionych. Oznajmisz mi tylko,
ile oczek wypadlo na trzeciej kostce, a ja natychmiast bez-
btednie odgadne liczbe oczek na $cianach, ktérymi kostki sg
ztaczone w stupku, wtacznie z dolng Sciana stupka. Jesli na
trzeciej kostce wypadto k oczek, to wspomniana liczba jest
réwna (21 — k). Dlaczego?

KA] Poza zasiegiem mojego wzroku rzué kostka, a nastepnie:

Ujawniona koncowa suma jest liczba dwucyfrowa. Jesli od tej liczby
odejmiemy 6, to otrzymamy nowa liczbe dwucyfrows. Jej cyfra dziesigtek
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jest liczba oczek na gornej Scianie lezacej kostki, cyfra jednoéci jest liczba
oczek na dolnej Scianie tej kostki.
Gdyby wypadlo 6 oczek, to kolejne dziatania bylyby nastepujace:
6-5 =30,
3043 =33,
33 -2 =66,
66 + 1 = 67,
67 — 6 =61.
Na goérze lezacej kostki jest zatem 6 oczek, na dole zas jedno.
Uzasadnianie tej sztuczki jest arytmetycznym zadaniem. Jesli x ozna-
cza liczbe oczek wyrzuconych kostka, to w wyniku kolejnych dziatan
otrzymujemy liczbe (52 + 3) -2 + (7 — x). Zauwazmy, ze
5-243)-24(7T—2)=10-24+6+(7T—2) =[10- 2+ (7T — x)] + 6.
Roéznica ostatniej liczby i liczby 6 jest liczba [10 -  + (7 — x)]. Liczba
(7 — z) jest jednocyfrowa. Jest to liczba oczek na dolnej Scianie lezacej
kostki. Suma [10 - x + (7 — x)] jest liczba dwucyfrowa, ktérej pierwsza
cyfra jest x (czyli wynik rzutu kostka), druga za$ (7 — x), a wiec liczba
na dole lezacej kostki.

Zadanie 30.

[ARYTMETYKA A ODGADYWANIE WYNIKU DWUKROTNEGO
RZUTU KOSTKA| Rzué kostka poza zasiegiem mojego wzro-
ku i liczbe wyrzuconych oczek pomnoéz przez 2, ten iloczyn
powieksz o 5, a uzyskana liczbe pomnéz przez 5. Teraz rzué
kostka po raz drugi i dodaj liczbe wyrzuconych oczek do uzy-
skanej poprzednio liczby. Zdradz mi tylko, jaka jest koncowa
liczba, a ja bezblednie odgadne wynik dwukrotnego rzutu
kostka. Jak to jest mozliwe?

Niech = bedzie liczba oczek wyrzuconych w pierwszym, y za$
w drugim rzucie kostka. Liczba, ktéra uzyskasz na koncu, jest posta-
ci: (x-245) -5+ y. Jest ona suma (10z + 25 + y), ktéra zapiszmy
w postaci (10x 4 y) + 25. Liczba dwucyfrowa (10z + y) jest kodem wy-
niku dwukrotnego rzutu kostka. Ten wynik jest wiec réznicg uzyskanej
na koncu liczby i liczby 25.

Inne sztuczki z kostkami zaprezentowano w (Plocki 2011a: 321-324).
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6. Symulowanie rzutu kostka — stochastyczne analogie
i dekodowanie jako aktywnos¢é matematyczna

Tematow i motywacji do matematycznych dysput na lekeji moze do-
starczy¢

Zadanie 31.
Zgineta ci kostka do gry, czym i w jaki sposob ja zastapic?

Zadanie dotyczy symulacji rzutu kostka. Chodzi o okreslenie do-
$wiadczenia losowego d, ktére ma sze$é jednakowo prawdopodobnych
wynikéw. Aby uzyskaé wynik rzutu kostka, wystarczy ponumerowaé te
wyniki liczbami od 1 do 6, nastepnie wykonaé¢ do$wiadczenie §. Jesli
zakonczy sie ono wynikiem numer j, to powiemy, ze wypadio j oczek.
Numeracja, o ktorej tu mowa, okresla ,stownik” do przektadu wyniku
do$wiadczenia § na wynik rzutu kostka.

Przyklad 23. [KOSTKE MOZNA ZROBIC Z SZESCIU PONUMEROWANYCH
KUL|] WeZzmy 6 identycznych w dotyku kul, oznaczonych liczbami od
1 do 6. Pudetko lub woreczek z tymi kulami (a nawet dlon, w ktérej sie
one mieszcza i swobodnie poruszaja w trakcie potrzasania) matematyk
nazywa urng. Doswiadczeniem losowym jest losowanie kuli z tej urny.
Liczbe na wylosowanej kuli mozemy interpretowaé jako liczbe oczek wy-
rzuconych kostka. Dzieci mowia tu, ze z sze$ciu ponumerowanych kul da
ste zrobi¢ kostke. Matematyk powie, ze urna z szescioma ponumerowa-
nymi kulami symuluje rzut kostkq.

al 65 AB

A 4 /\2 6/.%2

Gue NAY NN

Rys. 17. Urna, ruletka i baczek — przyrzady losujace,
ktére zachowuja sie jak kostka

Przyktad 24. Na rysunku 17 mamy tarcze ruletki. Jest to koto podzielone
promieniami na 6 réwnych i ponumerowanych sektoréw. Wokét srodka
tarczy kreci sie szybko strzatka. Numer sektora tarczy, w ktérym zatrzy-
ma sie strzatka, jest wylosowana liczba. Te liczbe mozemy interpretowac
jako liczbe oczek wyrzuconych kostka.
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Przyklad 25. [WIRUJACY BACZEK JAKO KOSTKA]| Baczek sklada sie
z tarczy w ksztalcie szeSciokata foremnego i prostopadtej don osi, ktora
umozliwia wprawianie baczka w ruch wirowy. Odcinki taczace wierzchot-
ki tarczy z jej érodkiem dziela te tarcze na 6 réwnych sektoréw ozna-
czonych liczbami od 1 do 6 (zob. rysunek 18.). Numer sektora, na kto-
rym oprze sie tarcza po zakonczeniu wirowania, jest wylosowang liczba
ze zbioru {1,2,3,4,5,6}, ktéra mozemy interpretowaé jako liczbe oczek
wyrzuconych kostka.

Rys. 18. Baczek szesciokatny Rys. 19. Siatka dwunastoscianu
jako kostka foremnego

Zadanie 32.
[DWUNASTOSCIAN FOREMNY JAKO KLASYCZNA KOSTKA]
Szedcian, z ktorego powstala klasyczna kostka, jest jedna
z pieciu bryl platonskich. Taka bryla jest takze dwunasto-
Scian foremny. Jak, rozmieszczajac oczka w pieciokatach siat-
ki dwunastoscianu foremnego (rysunek 19.), uzyskaé¢ kostke
szeScienng, ktora ma wiasnosé wr?

Symulacja probabilistyczna, o ktorej tu mowa, dotyczy stochastycz-
nych izomorfizméw, a zarazem szczegdlnych réwnowaznosci i analogii.
Sa to wazne zagadnienia zwiazane z metodologia rachunku prawdopo-
dobienstwa (w jej zakres wchodza specyficzne wnioskowania). Odgry-
waja one zatem wazna role w ksztalceniu stochastycznym, ale takze
w ksztalceniu ogélnomatematycznym.

Zwrécimy dalej uwage na ikoniczne prezentacje i ich role w kodowa-
niu i dekodowaniu informacji z réznych form ich prezentacji.

Zadanie 33.
[JAK ZROBIC KOSTKE Z CZTERECH KUL?| Z woreczka, w kt6-
rym sg 4 kule nierozréznialne w dotyku i kazda innego kolo-
ru, wylosujmy réwnoczesnie dwie. Na rysunku 20. (prawym)
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kazdy wynik takiego losowania prezentuje odcinek laczacy
dwie wylosowane kule. Obok odcinkéw wpisano liczby. Ten
rysunek jest wizualizacja symulowania rzutu kostka za po-
moca czterech kolorowych kul. Opisz ten sposéb.

Kazdemu odcinkowi na rysunku 20. (jako wynikowi losowania dwéch
kul) przypisano liczbe. To przyporzadkowanie jest bijekcja ze zbioru
wynikow losowania dwoch kul na zbiér wynikéw rzutu kostka. Jest to
,Stownik” do tlumaczenia wyniku réwnoczesnego losowania dwoéch kul
na wynik rzutu kostka.

6

Rys. 20. Jak z czterech lub trzech kul zrobié¢ kostke do gry

Zadanie 34.

[JAK ZROBIC KOSTKE Z TRZECH KUL?] Rozwazmy dwukrot-
ne losowanie bez zwracania kuli z urny, w ktérej sa trzy kolo-
rowe kule. Kazda strzatka na rysunku 20. przedstawia wynik
takiego losowania. W jej poczatku jest kula wylosowana za
pierwszym razem, w jej koncu za$ kula wylosowana za dru-
gim razem. Na rysunku 20. kazdemu wynikowi przypisano
liczbe naturalna. Rozszyfruj ten rysunek, a wiec opisz, jak
za pomocy trzech kolorowych kul symulowaé rzut kostka.

Przyklad 26. [KOSTKE MOZNA ZROBIC Z 2 BIALYCH KLOCKOW I 2 CZER-
WONYCH| Z woreczka, w ktérym sa 4 jednakowej wielkosci sze$cienne
klocki, 2 biate i 2 czerwone, bedziesz losowal 3 razy, bez zwracania,
jeden klocek i z kolejno wylosowanych klockow postawisz trzykondygna-
cyjna wieze. Jest sze$¢ mozliwych wynikéw takiego losowania i wszystkie
sg jednakowo prawdopodobne. To analogicznie, jak w przypadku rzu-
tu kostka. Rzut kostka mozemy wiec symulowaé za pomoca 2 biatych
i 2 czerwonych klockéw.
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Rys. 21. Graf strzalkowy funkcji, ktéra przypisuje wiezy wynik rzutu kostka

Zadanie 35.

Na rysunku 21. mamy graf strzatkowy funkcji, ktéra kazdej
z szeSciu mozliwych wiez bialo-czerwonych przypisuje wy-
nik rzutu kostka. Co ma ten rysunek do symulowania rzutu
kostka za pomocg 2 biatych klockéw i 2 czerwonych?

Jedli w efekcie losowania klockéw powstanie wieza, ktorej parter jest
bialy, a oba pigetra czerwone, to powiemy, ze wypadly 2 oczka.

6.1. Czasami rézne przyrzady losujace nie sa w istocie rézne

Prawdopodobienstwo bywa zle kojarzone z takimi wielkosciami, jak
liczba kul w urnie, moc zbioru, miara kata lub diugo$é tuku sektora na
tarczy ruletki, a nawet rozmiary kostki czy wirujacego baczka.

Rys. 22. Tarcze dwdéch ruletek: duzej i malej, o biatych i czerwonych sektorach

Przyktad 27. Na rysunku 22. mamy tarcze dwdch ruletek, duzej i matej.
Wokét srodka tej tarczy kreci sie swobodnie strzatka. Kazda z tych rule-
tek stuzy do losowania koloru. Jesli wprawiona w ruch strzatka ruletki za-
trzyma sie w czerwonym sektorze, to zostal wylosowany czerwony kolor.
Te ruletki wyraznie sie réznia polami czerwonych sektoréw. Na pytanie
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o prawdopodobienstwo wylosowania czerwonego koloru nierzadko uczen
odpowiada prawie bez wahania: Wylosowanie czerwonego koloru duZg
ruletkq jest bardziej prawdopodobne niz malq, bo czerwony sektor na tar-
czy duzej ruletki jest wiekszy niz na malej.

Srodkiem argumentacji jest tu pole (a wiec pewna miara). Ale
w opisanej sytuacji (dwie ruletki, duza i mala) prawdopodobiefistwa
wylosowania czerwonego koloru nie zaleza od tych pdl i sa réwne.

Dwie ruletki z rysunku 22. (duza i mata) réznia sie wielkodciami tar-
czy i rozmiarami sektoréw czerwonych i biatych, ale w losowaniu koloru
obie zachowuja sie identycznie. Prawdopodobienstwo jest tu zle kojarzo-
ne z miarg.

Rys. 23. Dwie urny do losowania koloru

Zadanie 36.

Na rysunku 23. mamy dwie urny. W drugiej urnie jest dwa
razy wiecej kul czerwonych niz w pierwszej i dwa razy wiecej
kul biatych niz w pierwszej. Bartek twierdzi, ze wylosowanie
czerwonej kuli z drugiej urny jest dwa razy bardziej praw-
dopodobne niz wylosowanie czerwonej kuli z pierwszej urny.
Czy Bartek ma racje? Dlaczego?

Rys. 24. Siatki trzech kostek do losowania koloru

Zadanie 37.

Na rysunku 24. mamy siatki trzech kostek z bialymi i czer-
wonymi $cianami. Te kostki wyraznie sie r6znia wielkoscia.

92



Artykuty

Kazda z nich stuzy do losowania koloru. Wylosowany kolor
to kolor gérnej Sciany lezacej kostki po wykonanym rzucie.
Artek twierdzi, ze trzecia z tych kostek (czyli ta najwieksza)
daje najwieksze szanse na wylosowanie koloru czerwonego,
pierwsza za$ (czyli ta najmniejsza) najmniejsze. Czy Artek
ma racje? Dlaczego?

W losowaniu koloru nie jest wazne, jak duze sg Sciany kostki, a je-
dynie, to ile sposrdd nich jest biatych, a ile czerwonych.

Rys. 25. Cztery siatki kostek do losowania koloru

Zadanie 38.
Co taczy kostki z rysunku 24. z kostkami z rysunku 25.7
Mimo réznicy w polozeniu czerwonych $cian na siatce sze$cianu
(w przypadku kostek z rysunku 25.) i ich wielkosci (w przypadku kostek
z rysunku 24.), te kostki (jako przyrzady losujace) w istocie niczym sie
nie réznig. Dlaczego?

Rys. 26. Siatki trzech kostek do (sprawiedliwego) losowania koloru

Zadanie 39.
Na rysunku 26. mamy siatki trzech kostek biato-czerwonych.
Kazda z tych kostek stuzy do losowania koloru. Czym sie
wyrdznia to losowanie od losowania koloru za pomoca kostek
z rysunku 24. (por. zadanie 37.)7

Praca jest propozycja wykorzystania kostki do powszechnego ksztal-
cenia matematycznego i ogdlnego.
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Cubic dice in the mathematics education for children
Summary

The main concern of the paper is the cubic dice for games,
as a drawing tool, creating (due to the particular pattern of holes on
its sides) problems in combinatorics and probability, arithmetics and
theory of functions, logic and set theory, algebra and geometry (eucli-
dian or analytic), theory of sequences and statistics.

In this paper dice is a device in games illustrating the processes
of decision making, is an instrument of mathematization in the process
of application of mathematics, and illustrates the drawing of conclu-
sions by analogies and symmetries (thus presenting mathematics without
calculations).
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